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AVERTISSEMENT: 



Cet ouvrage, spécialement destiné aux jeunes gens 
qui se préparent aux Ecoles du Gouvernement, et pn 
général à tous ceux qui désirent étudier sérieusement 
les sciences exactes, a été rédigé sous la forme qui 
nous a paru la plus didactique, laquelle consiste à 
décomposer les diverses parties des théories mathé- 
matiques en théorèmes, prdblefnï^ et lemmes. Si 
Ton fait attention qu'un grand no^hre de questifohs 
appartenant à la théorie des fonctions circulaires 
n'ont aucun rapport avec la Trigonométrie,. oii com- 
prendra pourquoi, contrairement à l'usage générale- 
ment reçu; nous avons. établi une démarcation com- 
plète entre ces deux parties des sciences exactes. . 

Les seules connaissances algébriques nécessaires 
pour comprendre toutes les. questions traitées dans 
nos Leçons sur la théorie des fonctions circulaires 
sont celles qu'on exige des candidats au grade de 
Bachelier, es Sciences, en y ajoutant toutefois le 
binôma de Newton, le calcul des quantités imagi- 
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naires, les premières notions touchant les nombres 
figurés, et une formule connue relative à une suite 
limitée (*). 

Dans ces Leçons nous avons jugé à propos d'ap- 
porter d'assez nombreuses modifications, soit dans 
l'exposé que l'on donne ordinairement de certaines 
questions, soit dans la manière dont on les énonce, 
et c'est surtout dans notre étude géométrique des 
fonctions circulaires que nous nous sommes cru 
obligé d'agir ainsi. 

Indépendamment des questions que traitent les 
théoHes publiées jusqu'à présent sur les fonctions 
circulaires, il nous a semblé très-utile d'en exposer 
beaucoup d'autres et de proposer près de six cents 
exercices sur tout l'ensemble de notre travail. Parmi 
ces questions, les unes, en assez grand nombre, 
paraîtront peut-être nouvelles aux géomètres; les 
autres ont été puisées dans des ouvrages publiés en 
France ou à l'étranger, et elles nous ont paru très- 
dignes d'occuper l'attention des jeunes gens qui se 
consacrent sérieusement à l'étude des sciences ma- 
thématiques. 

Enfin il nous a paru convenable d'omettre dans 



( * ) Pour cette relation , voir la Note placée à la fin de cet ouvrage. 

Les seules connaissances algébriques exigées des candidats au grade de 
Bachelier es Sciences suffisent pour comprendre toute la première partie 
de nos Leçons sur ta théorie des fonctions circulaires. 



AVERTiSSEMENT. VII 

cet ouvrage les applications pratiques de la Trigo- 
nométrie, d'autant que des ouvrages spéciaux ont 
été publiés dans ces derniers temps sur cette ma- 
tière; nous citerons ici particulièrement celui de 
MM. Bourgeois et Cabart, ayant pour titre : Leçons 
nouvelles sur les Applications pratiques de la Géométrie 
et de la Trigonométrie ( ^ ). 



(■ ) MaUet-Bachelier, éditeur à Paris; année 1867, 2* édition. 
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INTRODUCTION. 



1 . Une variable est une grandeur que l'on considère 
comme prenant successivement et indéfiniment diverses 
valeurs choisies arbitrairement ou suivant une loi déter- 



minée. 



Ainsi, par exemple, si dans l'expression algébrique 

x^ — 2.r -f- I 

on assujettit x'k prendre successivement pour valeurs les 
différents termes de la progression arithmétique illimitée 

i> 3, .5, 7, 9,.«., 

la grandeur a: et Texpression elle-même x^ — ax-f-i 
sont deux variables. 

Une variable est dite indépendante lorsque sa valeur 
n'est déterminée par celle d'aucune a\itre variable. Dans 
le cas contraire , elle est dite dépendante. 

Ainsi , daiis l'exemple précédent , x est une variable 
indépendante et x^ — ax-f-i une variable dépendante. 

I 
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2. Lorsqu'on veut indiquer que Ton considère une 
grandeur Â dont la valeur dépend de celles attribuées à 
plusieurs autres grandeurs Bi, B^, Bs,. . . , on fait usage 
de certains caractères graphiques appelés signes ( ' ) (signes 
d'opérations) , au moyen desquels on lie ces dernières 
grandeurs entre elles , de manière à représenter la suite 
des opérations à exécuter pour déduire la valeur de la 
grandeur A de celles attribuées auit grandeurs Bi, Bj-, 
1)3 ^ . . • • 

Les grandeurs Bi, Bg, B3,. . .', ainsi agrégées, forment 
ce qu'on appelle, une expression mathématique , dont la 
valeur est la grandeur A. Parmi les grandeurs qui con- 
stituent cette expression ^ il est d'usage de placer non- 
seulement les grandeurs Bi , B^ , B3 , . . . , mais encore tous 
les nombres qui s'y trouvent écrits simplement comme 
signes d'opérations. • ■ 

Ainsi l'expression mathématique 

est constituée par les nombres 3 , 64 ^ 2 et 5 , bien que 
ces deux derniers ne soient véritablement que des signes 
d'opérations. 

3. Une expression mathématique est dite numérique 
lorsque les grandeurs qui la constituent $ont toutes ex- 
primées au moyen de nombres, sans mélange d'aucune 
lettre servant à désigner un Du plusieurs d'entre eux; 
dans le cas contraire, elle est dite littérale, 

4. Une grandeur dont la valeur dépend de celles de 
plusieurs autres est dite une fonction de ces dernières. 



' (*) Plusieurs de ces signes sont déjà connus du lecteur, que nous sup- 
posions connaître l'Arithmétique et une partie notable de TAlgèbre. 



INTRODUCTIOM. 3 

Ainsi, par exemple, des trois. expressions 

dans lesquelles x, j désignent deux nombres variables, 
et a^h^ c trois nombres fixes , la première est une fonc- 
tion de la variable x, la seconde une fonctidn des deux 
variables x^ j^ et la troisième une fonction des trois 
nombres a, A, c. . * 

Ordinairement, au lieu de dire : « Fonction des trois 
nombres (ou grandeurs) a, i, c », on dit : u Fonction 
des trois lettres a^b^ c i». 

>5. Pour désigner d'une manière générale une fonction 
d'une seule lettre ou variable x^ on écrit 

F(x), ■ • 

et pour désigner une fonction de plusieurs lettres ou va- 
riables , par exemple x, y, z, on écrit 

La lettre F est alors employée comme une abréviation 
du mot fonction. Cette initiale est souvent remplacée par 
d'autres, telles que les suivantes : 

F, , F2, F3, . . . , /"y yi, Jif Jif • • ' 9 ?> ?l> ?î> ?3, • • • , 

particulièrement lorsqu'on veut représenter plusieurs 
fonctions différentes. 

Quand on fait usage de la même initiale F, et qu'on 
écrit, par exemple, 

• 

F{^,7, z), F(fl, byc), 

on désignç par là deux fonctions telles, que si, dans la 
première, on change x en a, yen i et z en c, on a la 
seconde. . 

6. Une fonction est dite analytique lorsque toutes les 

I . 
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grandeurs qui lâ constituent sont (les nombres; dans le 
cas contraire, elle est dite concrète. 

7. Une fonction analytique d^une seule variable est 
dite 5/mp2e lorsqu'elle n'est formée avec celte variable 
que pi^r un'seul signe d'opération ; dans le cas contraire, 
elle est dite composée. 

Ainsi , des huit fonctions * 

' 2 
2-l-jr, 2 — r, 2j:, -, x^, 2*, log.r ('j, 

V 

log(2 — .r), 

du nombre variable x^ les sept premières sont simples, 
et la dernière est composée. 

8. Une fonction analytique d'une seule variable est 
dite périodique lorsqu'elle reprend périodiquement les 
mêmes valeurs pour des valeurs die la variable séparées 
par des intervalles égaux ; la grandeur de ces intervalles 

* est appelée étendue ou amplitude de la période. 

9. Une fonction analytique est dite symétrique par 
rapport à deux des caractères littéraux (*) qu'elle ren- 
ferme , lorsqu'elle n'est pas altérée par le simple échange 
opéré entre ces deux caractères. 

Ainsi la fonction 



^ 



(«^-f-^*)x' H- («»-{- ft3),r'-H««^»(fl4- b) 



est symétrique par rapport aux deux lettres a et £, puis- 
qu'elle n'est pas altérée lorsqu'on y change a en b et 
b en a. 



(*) L^expression log est un véritable signe d'opération. 

.(') Nous entendons ici par Texpression. cahacf^re lUtéral, Tun quel- 
conque des caractères graphiques employés ordinairement pour désigner 
une quantité, tel que, par exemple, a, ou a', ou a", ou /?,, ou <?„ etc. 
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Une fonction analytique est dite complètement, symé- 
trigue^ ou simplement symétrique, lorsqu'elle est symé- 
trique par rapport à deux quelconques des caractères 
littéraux qu'elle renferme. 

,10. Une fonction analytique d'une variable x est dite 
algébiiqiie par rapport à cette variable lorsque , dans 
cette fonction , x n*a qiie des exposants connus , parfai- 
tement déterminés , et qu'en même temps les puissances 
de a^, en nombre fini, ne se trouvent combinées entre 

é ♦ 

elles et avec les autres grandeurs (lesquelles doivent être 
indépendantes de x) que par le moyen des quatre pre- 
mières opérations arithmétiques.' Lorsque ces conditions 
ne sont pas remplies, la fonction est dite transcendante 
par rapport à la variable x. 

Lorsqu'une fonction analytique est algébrique par rap- 
port à chacune des variables qu'elle renferme, on dit 
simplement qu'elle est algébrique j dans le cas contraire, 
elle est dite transcendante. 

Ainsi Xj jTy z désignant des nombres variables, les 
trois fonctions 

z'+2ijrr2' — l'nx^' — ^ 8, 

•^ ' .r -4- 2 ' . 

sont algébriques, et les deux suivantes 

sont transcendantes. 

Parmi les fonctions transcendantes on distingue parti- 
culièrement les fonctions circulaires, lesquelles naissent 
de la considération du cercle. 

1 \ . Une fonction algébrique par rapport à une va- 
riable X est dite rationnelle relativ^ement à cette variable. 
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lorsqu'elle ne contient nécessairement aucun radical 
fonction 'de x\ dans le cas contraire, elle est dite ïrna- 
tionnelle relativement à la variable dont il s'agit. 

Lorsqu'une fonction algébrique est rationnelle par 
rapport à chacune des variables qu'elle renferme, on dit 
simplement (Qu'elle est rationnelle^ dans le cas contraire, 
elle est dite irrationnelle. 

Ainsi x^ y^ z désignant des nombres variablçs, la 
fonction 

est rationnelle , et la suivante 



3ar* \y — 2 -f- .rj — I 
est irrationnelle. 

12. Une fonction rationnelle par rapport à une va- 
riable X est dite entière relativement à cette variable, 
lorsqu'elle ne contient nécessairement aucune expression 
fractionnaire où le dénominateur soit fonction de x ; dans 
le cas contraire, elle est dite fractionnaire relativement 
à la variable dont il s'agit. 

Lorsqu'une fonction rationnelle est entière par rapport 
à chacune des varia(>les qu'elle renferme, on dit simple- 
ment qu'elje est entière^ dans le cas contraire, elle est 
àile fractionnaire. 

Ainsi ^,/, z désignant des nonibres Variables, la fonc- 
tion 

3 , ;- I 

est entière, et la suivante • 

.r^ . r 

2 h j' 



est fractionnaire. 
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13. Parmi les fonctions analytiques d^une ou de plu- 
sieurs variables, on distingue encore les fonctions paires 
et les fonctions impaires. 

tlne fonction paire est celle qui ne change pas quand 
on change le signe de chacune de ses variables indépen- 
dantes. 

Une fonction impaire est celle qui ne fait absolument 
que changer de signe quand on change le signe de chacune 
de ses variables indépendantes. 

'Ainsi des deux fonctions analytiques 

des variables x et j^ la première est paire cl la seemide 
est impaire; car on a, quelle que soit la valeur de x et 
celle de y. 

Relativement aux fonctions paires et aux fonctions inv- 
paires , on a le théorème suivant : 

Théorème. — Une fonction analytique quelconque 
d^une ou de plusieurs variables peut être considérée 
comme la somme de deux fonctions analytiques^ Vune 
paire et Vautre impaire. 

Démonstration. — Soit, par exemple, F (or, Jyz) une 
fonction analytique quelconque des variables x, jy z. 

Si nous désignons les deux fonctions 

l[V{x,y,z)-^¥{~Xy-x,-^z)]^ . 
UY{x,y,i)-'f{—x,—y, — z)], 
respectivement par y (jt, j, z) et (j; (x, j, z), on a 

F (^ , j, z) = <j, (^, j, z) + 4. (.r, jr, ^). 
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t)r <f(^\ y y z) :e8i ëvidemmeiit une fonction paire, et 
^ (x^y^ z) une fonction impaire^ donc, etc. 

44. Lorsque deux fonctions analytiques (Tune d'elles 
peut se réduire à zéro ou à un nombre quelconque) non 
identiques renferment une ou plusieurs, variables qu'il 
faut déterminer de manière qu'elles acquièrent la même 
valeiir, on les joint par le signe = , comme si elles étaient 
actuellement égales, et l'on donne à l'ensemble de ces 
deux fonctions ainsi réunies le nom adéquation. La fonc- 
tion placée à gauche du signe == est dite le premier 
membre de l'équation , l'autre en est le second membre. 

Dans toute équation , les grandeurs qu'il s'agit de dé- 
terminer sont ordinai rendent appelées les inconnues de 
l'équation par oppositioii aux autres grandeurs qui y 
entrent et qui sont supposées connues. 

15. Une équation est dite' algébrique ou transcen- 
dante, selon que les fonctions analytiques qui la con- 
stituent sont toutes deux algébriques ou non. 

16. Une équation est dite numérique ou littérale selon 
que, parmi les grandeurs qui la constituent, lés inconnues 
sont ou ne sont pas les seules qui y soient désignées au 
moyen de lettres. 

.17. Résoudre une équation est chercher quelles valeurs 
on doit attribuer à l'inconnue, ou aux 'inconnues s'il y en 
a plusieurs, pour que l'équation devienne une égalité ou 
une identité (e'esl-à-dire pour qu'elle soit vérifiée ou sa- 
tisfaite)' ; chaque valeur de l'inconnue ou chaque système, 
de valeurs des inconnues (quand il y en a plusieurs) qui 
jouit de cette propriétés, est ce qu'on appdle une solution 
de l'équation. 

On appelle racine d'ime équation à une seule inconnue, 
toute solution de cette équation. 
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18. Deux équations &ont équivalentes lorsqu'elles ont 
les mêmes solutions^ dans ce cas, on dit aussi qa elles 
rentrent l'une dans l! autre. 

19. On appelle système d'équations Tenseniblc de plu- 
sieurs équations qui admettent au moins une solution 
commune. 

Plusieurs équations considérées simiiltanément sont 
dites former un système déterminé ou indéterminé , selon 
qu'elles admettent un nombre limité ou illimité de solu- 
tions communes; dans le cas où elles n'ont aucune. solu* 
tion commune, elles forment ce qu'on ajipelle un système 
impossible. 

Le^ équations de tout système déterminé ou indéter- 
miné sont dites compatibles ^ et par opposition celles de 
tout système impossible sont ditiE;s ineompatibles. 

20. Résoudre un système d'équations est chercher 
toutes les solutions communes à ces équations. 

Toute solution commune à plusieurs équations est dite 
uue solution du système' de ces équations. 

21 . Deux systèmes d'équations sont dits équiv^a lents 
lorsqu'ils admettent les mêmes solutions. 

22. Éliminer une inconnue , ou , en d^autres termes j 
ime variable quelconque entre plusieurs équations dans 
chacune desquelles elle se trouve, est remplacer le système 
des équations données par un autre qui adixictte les solu- 
tions du premier, .et dans Ipquel une des équations soif 
indépendante de la quantité que l'on a eu pour but d'éli- 
miner. L'élimination est opérée d'une manière parfaite, 
lorsque le second système d'équations est équivalent au 
premier. 

23. Lorsque dans un problème la valeur d une in>- 
connuc x est obtenue au moyen de quantités supposées 
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connues et représentées par des lettres a, Zr^ c,. . . , A, 
c'est-à-dire lorsqu'on arrive à une équation telle que 

où il n'y ait pas d'autre quantité que x qui soit restée 
inconnue jusqu'alors, on donne à cette équation le nom 
de formule : elle sert à déterminer l'inconnue x dans 
toutes les questions du même, genre où les quantités 
a^ byC,. . . y k sont données numériquemept , sans être 
obligé de reprendre la solution de la question pour chacun 
des exemples particuliers que l'on peut avoir à traiter. 

24. Lorsque deux variables x et j<^ sont liées entre elles 
par une équation , la valeur de l'une quelconque de ces 
variables dépend de celle attribuée a l'autre , c'ést-â-dire 
que X est une certaine fonction F (j-) dej-^ et y une 
certaine fonction y*(j:) de x. Les deux fonctions F (/) et 
f (x) sont dites inv^erses l'une de l'autre, et il n'y a pas 

identité entre F (x) el/'(x) toutes les fois que Féquatioin 

proposée n'est pas •symétrique par rapport à x et y. 

Ainsi, le signe log désignant, un logarithme vulgaire, 

les deux fonctions 

lo* et • log^ * 

sont inverses l'une de l'autre , car en posant Téquatiôn 
on en tire 

.r=log7. 

25. Soit F [x) une fonction analytique d'une seule 
variable a:, et supposons que pour chaque valeur de x 
comprise entre deux nombres donnés a et |3 , 0L<:^^y cette 
fonction admette toujours une valeur , et seulement une. 

Désignons par e un accroissement (nous entendons ici 
par accroissement l'addition d'un npmbre positif ou né- 
gatif) siussi petit que l'on veut , attribué à une valeur w 
de X, cômpnse entre a et /3-, l'accroissement correspqn- 
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dànt de la fonction F {x) sera la différence 

qui dépendra dç co ei de £. 

Cela posé, là fonction F {x) est, entrât lés deux /ùm'tes 
a et fi assignées à la "variable x. Jonction continue de 
cette variable, lorsque, pour chaque valeur 6)de jccom* 
prise entre ces limites, la valeur absolue de la différence 

F(w-f.f) — F(«) 

décroît indéfiniment avec celte de e. 

On dit encore que la^ fonction F (x) est, dans le voisi- 
nage cTune trieur particulière a> attribuée à la variable or, 
fonction continue de pette variable, toutes les fois qu^elle 
est continue entre deux limites de x, même très-rappro- 
cbées , qui comprennent le nombre co. 

Lorsque la fonction F (x) cesse d'être continue dans le 
voisinage d^une valeur particulière de la variable or, on 
dit qu'elle devient alors discontinue , et que , pour cette 
valeur particulière, il J a solution de continuité. 

26. Soit F (x) une fonction analytique d'une seule 
variable x tendant vers une certaine limite X : on peut 
toujours , parmi les valeurs successives que prend cette 
variable , en distinguer un nombre indéfini 

^. *H *2> *3» *<>•-•> 

cônsti.tuant une suite régulière ( M , et si l'on recoanaîi 

■ 

(' ) Ainsi , par exemple, lorsque x tend vers sa limite / supposée diflc- 
renie de zéro, 'on peut discerner parmi les valeurs successives de celte 

variable les suivantes v 

J. ■ i — 

K étant un nombre positif quelconque , plus grand ou plus petit que l'u- 
nité, selon que la valeur initiale de x.est elle-même [dus grande ou plus 
petite que X. ■ 

Lorsque X z=. o , on peut discerner parmi les valeurs successives de la 
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que les quauliiés de cette autre suite indéfinie 

F(a,), F(aO> ^Mi F(aO,.../ 

vont constamment de plus en plus ^en augmentant ou de 
plus en plus en diminuant, en tendant elles-mêmes vers 
une quantité A pqur limite, on dit qu'il en est de même 
de F (x) lorsque x tend vers sa limite X: 

KOTB SUR l'emploi DES NOMBRES DÉCIMAUX DANS- LES 

CALCULS NUMÉRIQUES. 

27. La théorie algébrique des logarithmes a conduit 
les géomètres à exprimer les nombres décimaux négatifs 
sous une forme différente de celle sous laquelle on avait 
été conduit naturellement à les considérer. Ainsi, par 
exemple, s'il s'agit du nombre décimal négatif 

— 7,0026893, (i) 

comme on a 

— 7,o526893=:--8-f- (8— 7,0526893) = — 8 + 0,9473107, 

on est convenu de pouvoir exprimer ce nombre décimal 
sous la forme 

8,9473107, (2) 

laquelle signifie 

— 8-^0,9473107. 

. Relativement aux deux formes que Ton peut ainsi attri> 

variable en question , les suivantes : 



ou bien celles-ci : 



1 I I 1 

»* o» "i" n* 



1 a* 1* 2* 



selon que la valeur initiale de celte variable est positive ou négative. 
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buer à uq hiètiie. nombre décimal négatif^ on a la règle 
suivante : 

Un nombre décimal négatif étant exprimé sous l'une 
ou r autre des deux formes (i) et (2), pour le réduire à 
l ^ autre forme il suffit de remplacer le dernief chiffre dé- 
cimal significatif par ce qui lui mangue pour faire to , 
cJuicun des autres parce qui lui manque pour faire 9, 
et d'^ ajouter à sa partie entière une unité négative ou 
une unité positive, selon que le nombre décimal en ques- 
tion est donné sous la forme {i) ou so.us la forme (2). 

28. Dans le courant de cet ouvrage, nous supposerons 
toujours que les nombres décimaux sont exprimés sous 
la forme ^2) , e' est-à-dire sous la forme à partie décimale 
positive , et que la notation 

où A désigne un nombre décimal positif ou négatif, re- 
présente le. nombre — A transformé de telle sorte qu'il 
ait sa partie décimale positive. D'après cela, on a 

-a (- 7,0526893) = 8,9473107, 
5^ (— 8,9473107) = 7 ,0526893. 

Si l'on désigne par A un nombre décimal positif 
moindre que iq et donné sous la forme ordinaire, et 
par A' la différence A — 10 , le nbmbre 

t(-A') ^ 

• ■ • 

n'est autre évidemment que le coi^plément du nombre A 
présenté sous la forme ordinaire. 

Cette remarque serait. susceptible de généralisation. 
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PREMIÈRE PARTIE. 



ÉTUDE ÉLÉMENTAffiE ET ANALYTIQUE DE CES FONCTIONS. 




USAGE DES SIGNES -}r ET DANS JLA GÉOMÉTRIE. 

1 . Soient A , B , G trois poinxs d'une ligne droite ou 
courbe XX', les deux premiers fixes et le troisième va- 
riable de position • 

Désignons respectivement para, x^ y les distances AB, 



Fig. I. 

Figi 2. 

■ Fig.i 



BC , AC comptées sur cette ligne , et supposons que Ton 

veuille exprimer le rapport variable ~ en fonction de la 

quantité constante a et de la variable or. 
Pour cela il faut considérer trois cas : 
.1*^. Si le point A est situé entre B et C {fig- i), on a 

AÇ = BC — AB, 

d'où 

AÇ _ BC _ 

AB~AB '' 
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OU bien •' • 



a a 



'À^. Si le point B est situé entre A et C (yîg*. 2) , on a 



d'où 



ou 



bien 



AC: 


= BC-i-AB, 


AC 
AB 


BC 
= AB + ^' 

• 


a 


a 



3°. Enfin si le point C est situé entre A et B {fi g» 3) , 
on a 

AC = AP — BC , 

d'où 

AC BC 

ou bien 



AB '""ab' 



^ = 1-^1 
a a 



* On a donc ainsi trois expressions différentes de la fpnc- 

tion "^ de x, selon que celui des trois points A , B, C qui 

est situé entre les deux autres est le point A, ou le point B, 
ou le point C. Mais on peut éviter cette multiplicité d'ex- 
pressions en considérant les parties AB, BC, AC de la 
ligné XX' comme comptées respectivement de.. A vers B, 
de B vers C , de A vers C , puis en les affectant la pre- 
mière du signe -f- et les deux autres du signe •+- ou du 
signe — , selon qu'elles spnt comptées dans 'le même 
sens que AB ou en sens contraire de cette partie , çt enfin 
en désignant respectivement para, or, j^ les distances AB, 
BC , AC , chacune affectée du signe que nous venons de 
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lui dUribuer. Les lettres a^ x, j^ désigneront alors des 
quantités positives ou négatives. 

4insi, par exemple, lorsque le point A^st situé entre 
B et C , conânae on a 

AC BC_ 
AB "~ AB ' ' 
ou bien 

(_AC) _(-BC) 
(-|-AB)-(+AB)'^ ' 

et que a, oc ^ y désignent respectivement les quantités 
-f-AB, — BC et — AC , il vient 

r a: 

a a . 



Cette dernière expression de la fonction - de a: est en- 
core obteoue lorsque le point C est situé entre A et B, et 
par conséquent elle convient aux trois cas. 

On voit donc dès à présent ^ et on le verra encore mieux 
par la suite, quel avantage il peut y avoir dans certaines 
questions de géométrie de distinguer les longueurs comp- 
tées sur une ligne droite ou courbe en longueurs positives 
et longueurs négatives , selon le sens dans lequel ou les 
suppose comptées. 

Lorsqu'on établit, pour les longueurs comptées sur une 
ligne droite ou courbe , la distinction dont il vient d'être 
question, le sens d'une longueur positive ou. négative, 
est le sens dans lequel cette longueur est supposée, 
comptée « 

OES ARCS DE G^KCLÈ. 

2. Soit un cercle G don^ le centre est le point O, et 
considérons un ppint mobile M partant d'un point fixe A 
de la circonférence de ce cercle et se mouvant sur celte 
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drconférence dans le sens de la flèche F^ que nous adop- 

tons pour le sens des arcs 
positifs. L'arc AiM décrit' 
par ce mobile augmente 
d'une manière continue à 
partir de zéro; il peut at- 
teindre et même devenir 
plus grand qu'un multiple 
quelconque de la circonfé- 
rence, si toutefois on sup- 
pose que le inouvement se 
continue suffisamment pour que le point mobile, après 
avoir repassé un certain nombre de fois par son point de 
départ A, vienne s'arrêter ensuite en l'un des points de 
la circonférence. 

Si le mouvement du point mobile.M avait lieu en sens 
contraire, c'est-à-dire dans le sens de la flèche F', l'arc 
décrit serait considéré comme négatif, et sa valeur absolue 
passerait par tous les élats de gcandeur à partir de zéro. 
D'après cela, nous sommes donc conduits à considérer 
l'arc de cercle, c'est-à-dire le nombre qui le mesure, 
comme susceptible de prendre toutes les valeurs entre 
— 00 et -I- 00 . ■ 

Le point fixe A , qui a servi de point de départ au point 
mobile M, est ordinairement appelé V origine de l'arc dé- 
crit AM, et la position finale du point, M est dite Yex^ 
t rémité de cet arc. 



3. Dans tout ce qui sera relatif aux fonctions circu- 
laires nous désignerons toujours par H la' demi- circon- 
férence du cercle C, par R son. rayon , et par le mot arc 
(employé sans préciser la nature de la portion de ligne 
courbe qu'il signifie) un arc de cercle. De plus, à moins 
que le contraire ne soit dit ou ne ressorte des choses dites, 
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cet arc sera toujours supposé ^tre un arc tel que AM 
ayant le point A pour origine. 

4. Tout arc Si positif ou négatifs quelque grand qu'il 
soit en ^valeur absolue ^^ a pour valeur une expression de 
la forme ' 



2KH 



b> 



> 



R étant un nombre entier positif nul ou négatif et Ci> le 
plus petit des arcs positifs qui ont même extrémité que£l. 
Car, si Tare A est positif, il est évident qu'il est égal à 
Tare ot) ou à un multiple positif de la circonférence aug- 
menté de cet arc. Si , au contraire , il est négatif, sa Taleur 
absolue est évidemment égale à un multiple de la circon- 
férence moins la valeur absolue de Tare w. Donc, etc. 

5. Deux arcs positifs tous deux, ou l'un positif et 
l'autre négatif^ sont dits complémentaires ou complé" 
ments l'un de l'autre, lorsque leur somme (*) est égale à 

ri 

l'arc positif — 9 c'est-à-dire 2m quadrant. 

Si l'on désigne, par £l un arc quelconque , positif ou 

négatif, et par B l'extrémité de l'arc positif — ? il existe 

toujours évidemment un autre arc ayant son origine en ce 
point lî et même extrémité que l'arc H , et qui est le com- 
plément de ce dernier, pourvu que l'on considère tout 
arc issu du point B comme positif ou négatif, selon qu'il 
est compté dans le sens dé la flèche^ ou dans le sens de 
la flèche y*'. 

6. Deux arcs positifs tous deux, ou l'un positif et l'au- 
tre négatif, sont dits supplémentaires ou suppléments l'un 



(') Il s'agit ici de ]a somme algébrique des deux arcs considérés comme 
quantités positives ou négatives. Celle observation s'applique aussi au 
n» 6. 

2. 
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de Fautre, lorsque' leur somme est égale à Tare posilif H, 
c'est-à-dire à la dçmi-circonféreoce. 

Si Ton désigne par il un arc quelconque, positif ou 
négatif, et par A' Textrémité de l'arc positif H, il existe 
toujours évidemment un autre arc ayant son origine en ce 
point A' et même extrémité que l'arc II , et qui est le sup- 
plément de ce dernier, pourvu que Ton considère tout arc 
issu du point A' comme positif ou négatif, selon qu'il est 
compté dans le sens de la flèclie (f ou dans le sens de la 
flèche 9'. 

D^S FONCTIONS CIRCULAIRES SIMPLES. 

7. Les mêmes choses étant posées ((uç précédemment, 
menons au cercle C , par le point A , la tangente indéfl- 
nie TT', ej; désignons par ft un arc positif ou négatif, 
aussi grand que Ton voudra en valeur absolue, et terminé 
en un point quelconque M. 

Les fonctions circulaires simples de cet arc Q sont au 
nombre de six, savoir : le sinus ^ la tangente^ la sécante , 
le cosinus, la cotangente et la cosécante (^ ). 

8. Définition du sinus. — Soit OQ la projection de 
la corde de l'arc îl (*) sur le diamètre BB' qui passe par 
le point B, et désignons par w cette projection affectée du 
signe + oti du signe — , selon qu'elle est située sur OB ou 
sur OB', c'est-à-dire selon que le point M est situé ou non 
sur la demi- circonférence ABA'. 

Le sinus de l'arc fî est le rapport —• 



(^) lodépendammept de ces six fonctions circulaires simples, qnelques 
géomètres en ont considéré deux autres , savoir : le sinus verse et le 
cosinus verse; mais elles sont, pour ainsi dire, hors d'usage, du moins 
en France. 

(*) Quel que soit l'arc II, la corde de cet arc-est toujours ladroite joi<^ 
gnant son origine à son extrémité. 



FREflnEHB PAUTIB. 21 

Si ron considère h perpendiculaire abaissée de Fextrë- 
mité d'un ar<; snr le diamètre passant par son origine, 
comme positÎYe on négative, selon que cette extrémité est 
située ou non sur la demi-circonférence ÂBA^ on peut 
dire quei 

Le sinus de l'arc il est le rapport, au rayon du cercle ^ 
de la perpendiculaire positii^e ou hégatii'e, abaissée de 
son extrémité sur le diamètre passant par son origine. 

Le sinus d'un arc positif, moindre qu'une demi-circon-t 
férence, peut être considéré comme le rapport, au rayon 
du cercle, de la moitié de la corde qui sous- tend Tare 

double. 

* 

En s'aidant de cette considération et de ce qui est établi 
dans les éléments de géométrie, on trouve de suite que les 

valeurs de sin-j et sin -^ sont respectivement- ^ et -• 

9. Définition de la tangente, — Soit AS la partie de 
la tangente indéfinie TT' comprise entre le point A et le 
rayon OM prolongé, et désignons par r cette longueur AS 
affectée du signe -h ou du signe — , selon qu'elle est 
située sur AT bu sur AT', c'est-à-dire selon que le point 
M est situé ou non sur l'un des quadrants AB , A' B'. 

La tangente de Tare il est le rapport -—y ou, en langage 

i\ 

ordinaire, c'est le rapport , au rayon du cercle , de la 
distance positii^e ou négatix^e interceptée sur la tangente, 
indéfinie menée à V origine de VorCy entre cette origine 
et le prolongement du rayon qui pas^sç par l'extrémité 
du même arc, 

\0. Définition de la sécante. —^ Soit OS la partie du 
rayon OM prolongé, comprise depuis le point O jusqu'au 
poiiit S (ce point S est C('lni dont il a été question dans la 
définition précédente), et désignons par « cette longueur 
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affectée du signe + ou du signe — , selon que le point M 
est ou n'est pas entre les points O et S, c'est-à-dire selon 
que ce point M est situé ou non sur la demi-circonférence 
BAB^ 

La sécante de Tare îl est le rapport ■— » ou, en langage 

ordinaire, c'est le rapport ^ au rayon du cercle, de la 
partie positwe ou négativ^e du rayon prolongé y passant 
par r extrémité de Varc , comprise entre le centre et là 
tangente indéfinie à l'origine du même arc. 

^l, Définitions du cosinus, de la co tangente et de la 
cosécante^ -^he cosinus^ la cotangente et la cosécante 
de l'ace A sont respectivement le sinus, la tangente et la 
sécante du complément de cet arc (*). 

Pour déterminer les longueurs positives ou négatives 
dont les rapports au rayon dû cercle C sont les trois der- 
nières fonctions circulaires de Tare ii qui viennent d^être 
définies, il suffit de se rappeler ce qui a été dit au n^ 5. 

\% Les fonctions circulaires simples d'un arc quelcon- 
que, positif ou négatif, sont ce que nous appellerons dés 
rapports trigonométriques ^ attendu que ces fonctions 
sont de vrais rapports ^ et qu'elles sont d^un grand usage 
dans la trigonométrie. 

Le? géomètres appellent ordinairement lignes trigono- 
métriques j les longueurs positives ou négatives, dont les 
rapports au rayon* R du cercle C spnt les six fonctions 
circulaires définies précéden^ment. 

13. Si le cercle C venait à varier, que R'fût son nou- 
veau rayon, et que Df fût l'arc du nouveau cercle qui 



(M Le sinus verse et le cosinus verse de Tare £1 seraient respectivemeni 
lY-xcè» de l'unité sur le cosinus et le sinus de cet arc 
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vérifiât la relation 

les deux arcs il et LV auraiem tes mêmes fonctions circu-r 
laires simples, c^est^à-dire qu'il y aurait égalité entr^ 
leurs sinus, de même entre leurs tangentes, etc. 

14. Notations* — Les fonctions circulaires simples dç 
l'arc n, selon l'ordre dans lequel nous les avons déGnies, 
s'indiquent ordinairement et respectivement delà manière 
suivante ; 

sinC2, tangil, sécû, cosfi, cet il, cosécli. 

Quelquefois, au lieu d'écrire tang 12, on écrit simple- 
ment tg XI. 

Les caractéristiques sin , tang^ séc, cos, cot et coséc 
doivent êtrç considérées comme de véritables signes 
d'opérations (Introd., n° 2). 

Si l'on désigne par ni un nombre quelconque, positif, 
nul ou négatif, la puissance m'^''"' de l'une des fonctions 
circulaires simples de l'arc fl , par exemple de cos ft , se 
représente ordinairement ainsi 

cos'*a(')^ 

( * ) Cette relation est vérifiée toutes les fois que les deux arcs £L et XI' 
soirt de même signe et que leurs valeurs absolues sont deux arcs semblables, 
c'est'à'diVe deux arcs correspondant à des 9ngles;au centre égaux. 

Comme on ne considère jamais d'angles plus grands que quatre angles 
droits, il va sans dire que, dans l'observation précédente, les deux arcs £l 
et Xl'^sont supposés respectivement non supérieurs aux circonférences de 
rfiyons R et R'. 

(') Nous ferons observer ici que plusieurs géomètres , même parmi les 
modernes ,. 00 1 employé une notation différente de celle que nous venons 

d'indiquer pou.)* représenter ia puissance m""' d'une fonction circu- 
laire simple de Tare £l. Ainsi, par exemple, au lieu d'écrire cos'"û, ils 

ont écrit cos A"* ; mais cette notation a Tinconvénieui d'être amphibo- 
logique. • ^ 
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i 5 . Renseignements historiques . ^- L'i n troduction des 
sinus dans les recherches géûmëtriques est due au célèbre 
Mohammed-ben-Geber^ prince de Syr^e, qui vivait au 
commencement du x^ siècle : ce géomètre est aussi 
connu sous le nom de Albategnius^ 

Les tangentes et cotangentes ont été introduites par 
Mohammed-ben-'Yahya , connu sous le nom de Aboul- 
TVefà^ et par Ebn^Jonnis : ces deux géomètres vivaient 
vers la fin du x® siècle. 

L'emploi des sécantes est du à Joachim (Georges), 
surnommé Bheticus^ et qui mourut en 1576 (*). 

VARIATlOlfS DES FONCTIOlfS CIRCCLAIRF^ SIMPLES, 

16. Soit X un arc variable, positif ou négatif, et exami- 
nons successivement de quelle manière varie chacune des 
six fonctions circulaires simples de cet arc. 

Dans ce paragraphe, nous désignerons toujours par K 
un nombre entier positif, nul ou négatif. 

" 17. Variation du sinus. — Si l'arc x varie d^^ttne ma-» 

H H 

nière coutinue depuis a: = K . — jusqu'à x = (K -4- 1) — > 

la figure du n^ 2 montre immédiatement que la fonc^ 
tion sin x croît d'une manière continue depuis o jusqu'à 
I, ou bien depuis — i jusqu'à o, selon que le nombre K 
ast un multiple de 4 (zéro est considéré comme multiple 
de tout nombre), ou un tel multiple diminué de l'unité. 
Dans les autres cas, cette même fonction décroît, et cette 
décroissance a lieu depuis i jusqu'à o, ou bien depuis o 



(*) Nouvelles Annales de Uaihématiquesp tome III, page bi^. ' 
Chasles , Aperçu historique sur l'origine et le développement des méthodes 
en Géométrie, pages 494 '49^- 

DK.L\Mni\E , Histoire de l'Astronomie du mo/cn âge fiuxfre» 12"! j. 



PHEMIÈIlE PARTIE. 25 

jusqu'à — r, selon que }e nombre K est un multiple de 4 9 
augmenté de. Tunité ou du nombre 2. 

Maintenant, si Ton remarque que la corde qui joint les 
extrémités de deux nrcs égaux et de signes contraires, 
est perpendiculaire sur le diamètre AA', il en résulte, 
pour toute valeur de x, la relation 

sin ( — x) z=z — sin x. 

De ce qui précède, on peut conclure ; i® que la fonction 
sin X est, entre les deux limites — 00 ctM- 00 assignées à 
la variable x, fonction continue de cette variable, et 2° que 
c'est une fonction impaire et périodique, ayant d= 2 H 
pour amplitude de la période. 

Indépendamment des propriétés précédentes de la fonc- 
tion sin x^ on peut encore évidemment ajouter celle-ci, 
savoir : que Cette fonction admet un nombre indéfini de 
maxima et de minima , lesquels correspondent respective- 
ment aux valeurs de x comprises dans les deux formules 

x=(4«-f-i)— ? X = (4« -f-3)— 1 

• 2 ' 2 

où n désigne un nombre entier quelconque positif, nul 
ou négatif. 

Les maxima sont tous égaux entre eux, ainsi que les 
minima f la valeur commune des premiers est i, celle 
des seconds est — i . 

18. Variation de la tangente, — Soit e un arc positif 
aussi petit que l'on veut, mais différent de zéro y et po- 
sons 

tang (K - + ^) = a, tang [(K -+- 1) - •— «] ~ P- ' 
2 2 

Quelle que soit la valeur de K ^ les deux nombres a et ^ 
seront toujours de mèqae signe. 
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De plus 9 selon que ce nombre K sera pair ou impair, 

les deux nombres a et -» ou - et |3, seront, en valeur 

absolue, aussi petits que Ton voudra pour une valeur 
de e suliisamnient petite, et l'on aura a ]]> ou <^ o. 

Maintenant si Tare x varie d^une manière continue 

H H 

depuis a: = K • — h s jusqu'à x = (K -h i) e , la 

figure du n° â montre immédiatement que la fonction 
tango: croît d'uiie manière continue depi^is a jusqu'à j3. 
De plus , quelle que soit la valeur de .r , on a la relation 

tang (— x)=z — tang x. 
• « 

De ce qui précède, si Ton désigne par n un nombre entier 

quelconque positif, nul ou négatif, et par 1 l'arc (4 /* -+- 1) — » 

on peut conclure ; i*^ que la fonction tango: est entre les 
deux limites ). et 1 -f- H ou entre les deux limites X -+- H 
et X-haH assignées à la variable x, fonction continue 
de cette variable \ i^ qu'elle éprouve des solutions de 
(continuité pour toutes les valeurs de x comprises dans 
les deux formules 

H H 

x = (4/ï 4-i) — 9 0? = (4/2 -t- 3) — ^ 

et S° que cette même fonction est impaire et périodique, 
ayant db H pour amplitude de la période. 

19, Variation de la sécante. — Soit e un arc positif 
aussi petit que l'on veut, mais différent de zéro, et po- 
sons 

èc /k . ~ -h b") = a, séc [(K -h 1)5. — il = p. 

Les deux nombres oc et (3 seront positifs toutes les^ fois 
que le nombre K sera un multiple de 4 5 ou un tel mul- 



sec 
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tiple cUmînué de Tunité ; ils seront négatifs dans les deux 
autres cas. 

De plus, selon que ce nombre K sera pair ou impair, 

les deux nombres i — a et -^ > ou - et i — P , seront , en 

valeur absolue, aussi petits que Ton voudra pour une 
valeur de e suffisamment petite. 

Maintenant, si Tare x varie d^une manière continue 

H H 
depuis j: = K • — \-t jusqu^à x = (K-h i) e , la 

figure du n^ 2 montre immédiatement que la fonc* 
tion sec x croit ou décroit d'une manière continue de- 
puis a jusqu^à |3 , selon que le nombre K est ou n^cst pas 
de Tune de ces deux formes, savoir : un multiple de 4 ) 
ou un tel multiple augmenté de Tunité. 

De plus, quelle que soit la valeur de j:, on a la relation 

séc( — x) = sécar. 

De ce qlii précède on peut conclure que les deux pre- 
mières propriétés énoncées à la fin du n** 18 (i° et 2°), 
relativement à la fonction tango?, s'appliquent identi- 
quement à la fonction séc^, et que, de plus, cette der- 
nière fonction est paire et périodique, ayant ± 2H pour 
amplitude de la période. 

20. Variations des autres fondions circulaires simples. 
— On peut étudier les variations des trois fonctions 

cos X , eût X , coséc x , 

comme celles des précédentes , en considérant simple- 
ment la figure du n^2; maison peut aussi les étudier à 
l'aide des trois égalités 

• /H \ /H \ 
ços.2: = sinl xu cotx=:tang( xu 

H 

çoscc a: = sec l or | , 
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qui ne sont autre cht)ae que les définitions de ces trois 
fonctions. 

Quel que soit le mode que l'on suive , on parviendra 
aux conclusions suivantes : 

1°. La fonction cos x est, enire les deux limites — oo 
et +00 assignées à la variable x, fonction continue de 
cette variable 3 de plus , cette fonction est paire et pério- 
dique, ayant ± 2H pour amplitude de la période, et elle 
admet un nombre indéfini de maxima et-de minima , les- 
quels correspondent respectivement aux valeurs dé x 
comprises dans les deux formules 

où n désigne un nombre entier quelconque positif, nul 
ou négatif. 

Les maxima sont tou$ égaux entre eux, ainsi que les 
minima ] la valeur commune des premiers est i, celle des 
seconds est — i . 

2°. Si Ton désigne par « un nombre entier quelconque 
positif, nul ou négatif, et par X l'ârc îi/iH, les fonc- 
tions cotj? et cosécx sont, entre les deux limites X et 
X 4- H, ou entre les deux limites X -f- H et X ■+- 2H assi- 
gnées à la variable x, fonctions continués de cette va- 
riable, et elles éprouvent des solutions de continuité 
pour toutes les valeurs de x comprises dans les deux for- 
mules ■ ^ 

j: = 2/îH, j: = (a/î -h i) h. 

Déplus, elles sont impaires et périodiques, ayant res- 
pectivement it H et dz 2H pour amplitude de la période. 

> 

21. Ce que nous avons dit précédemment touchant la 
périodicité des six fonctions circulaires simples de l'arc x 
conduit immédiatement, quelle que soit la valeur de cet 
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arc, aux SIX relations 

sin(2KH -h .r)=sin X, (i) 

lang(KH -l-d?) = tang.r, (2) 

9éc(2KH -t- ^) = 5éc.r, (3) 

cos{2KH H-x) =co»x, (4) 

cot (KH-f-*) =^cotx, (5) 

coséc ( 2 KH -f- a?) =: coséc x, ( 6 ) 

De plus, comme ou a 

sin ( H •+• X ) = cos ! ']'^ ^^* ( — -♦- ^ ) 

= sin (— x)z=z — sin .t. , 

sec (H H- x) = coséc / — x\^=. — coséc f \-x\ 

= ^- coséc (—4:) = — sécx, - 

cos (H + *} = 9in( x\ = — sin( — hx\ 

= — cos ( — x)^=z — cos X , 

coséG.(H-+-x)=:iséc( ~ — — x| = séc( \'x\ 

2= coséc ( — x)z=. — coséc x, 

les relations (i), (3), (4) et (6) entraînent les sui- 
vantes : 

sin[(2K-f-i)H -f- J?] = — siiix, (7) 

. séc[(2K-+-i)H[-f-^] = — sécx, (8) 

C0s[(2K-f-l)H -f-x]=: — COSX, (9) 

coséc[(2K-4- i)H -f-x] = — coséc X. (ro) 

Relativement aux relations que nous venons d'ahtenir, 
nous ferons remarquer, commis rè^le mnémonique, 
qu'elles peuvent être réduites aux seules relations (i), 
(2) et (7), pourvu qu'on ait soin de considérer ces trois 
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dernières comme subsistant , si Ton vient à y changer le 
signe sin en l'un quelconque des trois autres séc^ cos^ 
coséc; et le signe tang en cof. 

RÉDUCTION DES ARCS AU QUAt)tlANT. 

t22. Les relations du numéro précédent montrent que 
SI, d'un arc quelconque fl, positif ou négatif^ on re- 
tranche un multiple positif ou négatif de H, on obtient 
un arc dont les rapports irigonométriques sont ^ aux si« 
' gnes près, les mêmes que ceux de l'arc 11. 

Si donc on désigne par K le nombre entier positif, nul 
oïl négatif, pour lequel on a 

KH^n<(K-hi)H, 
comme l'une des deux différences 

a — KH, Q^(KH-i)H 

est nécessairement, en valeur absolue, non supérieure 
à — î on peut conclure qu'il existe toujours un arc, positif 

H 

ou négatif, dont la valeur absolue n'excède pas —» et dont 

les rapports trîgonométriques sont, aux signes près, les 
mêmes que ceux de l'arc îî. 

De plus, comme les rapports trîgonométriques d'un 
arc conservent, aux signes près, les mêmes valeurs quand 
on change le signe de l'arc , on est conduit, en définitive, 
à celte conclusion, savoir : que Ton peut toujours obtenir 
un àrc w positif non supérieur au quadrant , et dont les 
rapports tri gonomé triques sont, aux signes près,' les 
mêmes que ceux de l'arc donné îî. 

La recherché de Tare to est ce qu'on appelle rèdnire 
tare îî au quadrant. 



PREMIÈRE PARTIE. 3l 

DES ARCS QT}I CORRESPONDENT A UN MEME RAPPORT 

TRIGONOMÉTRIQUE DONNÉ. 

23« Dans les théorèmes suivants, que nous démontre- 
rons tous simultanément, nous clésignerons par II et 4 
deux arcs quelconques, positifs ou négatifs, et par K un 
nombre entier indéterminé, positif, nul ou négatif. 

Tnéoiii^ME I. — Pour que les deux ares Çlet^ corres* 
pondent à un même sinus, il faut et il suffit que Von ait 

Q=2KH-H*, 
ou bien 

û = (2K-M)H — *. 

Théoremb n. — Pour que les deux arcs £1 et ^ cor^ 

respondent à une même tangente, il faut et il suffit que 

Von ait 

n == KH -h *- 

Théorème III. — Pour que les deux arcs Q, et ^ cor- 
respondent à une même sécante, il faut et il suffit que 

Von ait 

n = 2Kert:*. 

« 

Théorème IV. — Pour que les deux arcs îl ef ^ cor- 

respondent à un même cosinus y il faut et il suffit que 

Von ait 

n = 2KH±*. 

Théorème V . — Pour que les deux arcs il et ^ cor- 
respondent à une même cotangente^ il faut et il suffit que 

Von ait 

a = KH 4- 4>. 

Théorème VI. — Pour que les deux arcs fl e£ 4> cor- 
respondent à une même cosécante, il faut et il suffit que 
Von ait 

ou bien 

U=: (2K-HOH-- *. 
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Démonstration des six- théorèmes précédents (*). — 
Dans chacun de ces théorèmes , la conclusion se compose 
de deux parties , la nécessité des conditions posées et leur 
suffisance. Mais comme cette seconde pgrtîe est évidente 
par suite des relations du n^ 21, il suffit ici de démontrer 
la première. 

Soient m et n les dfiix nonU)res entiers, positifs, nuls 
ou négatifs , pour lesquels on a 

{m -h/2) HSa<(/;i 4-/I -f-î)H, 

et désignons respectivement par d) et f les deux arca Q et 4> 
réduits au quadrant» L'arc w est l'un des deux arcs po- 
sitifs 

II — (/w -+-/i)H, (/« 4- w -hi) H — «, - (i) 

et l'arc y Tun de ces deu)c autres 

<D — /ïH,. («-t-i)H--*. (2) 

Maintenant, si les arcs îl et 4> correspondent a un 
même rapport trigonométrique , on a nécessairement 

Or, si l'on égale l'un des arcs (1) avec l'un de» arcs (a)» 
on obtient l'une ou l'autre 'des deux relations 

n==mH-h*, (3) 

fl=:(/w -h 2/z-t-i)H — <ï>, (4) 

c'est-à-dire que l'arc fl doit nécessairement s'exprimer 
en fonction de 4> sous l'une ou l'autre des deux formes 
. précédentes. 



<*i ■ » 



(*) JLes démonstrations que nous donnons ici de ces théorèmes sont, à 
notre avis, plus simples et plus générales que celles que Ton donne ordi- 
nairement, et qui sont basées sur des considérations purement géçmé- 
triques. 
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Cela posé , si m est pair, on tire de la l'elatiou (3) 

sin il = sin 4>, tang û = tang 4», spc il =r séc <fr, 
cosA=:cos^9 cotn = cot^, coséc il = coséc 4», 

et de la relation (4) 

siii il =r sîo 4», . tang il = — tang 4», séc il == *- séc 4*, 
ces i2 =3 — cos *, côt il =r — cdt *, coséc il = coséc 4». 

Si, au contraire, m est impair, on tire de la relation (3) 

sin il == — sin 4», tang il == tang 6, séc il = — séc 4»^ 
cos il = — cos *, cet a = cot 4>, coséc il = — coséc 4>, 

et de la relation (4) ' 

sin il = — ' sin 4, tang il = — tang 4, séc û =: séc 4, 

cos il = cos 4», COtilrrr — COt *, COSéC il ^= — COSéc^ (û® 21). 

• Donc , etCé 

ScoUe I, — Les théorèmes IV, V et Vl peuvent être 
donnés comme corollaires respectifs des théorèmes I, it 

et m. 

Ainsi, par exemple, si les arcs lî et 4> correspondent 

• H H 
à tin même cosinus , les deux arcs fî et 4> cor- 

' 2 2 

respondent à un même sinus , et par conséquent , en vertu 
du théorème I, on a nécessairement Tune ou Tautre des 
deux relations 



H 

-— il = 2KHH- 

2 



Or ces deux relations donnent respectivement 

il = 2(— K)H-f-*, 

il = 2(— K)H — *} 
donc, etc. 
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Scqlie II. — Les six théorèmes précédents peuvent être 
énoncés d'une autre manière : ainsi, par exemple, pour 
le théorème I , on petit dire que F équation 

siû d? =r sin * 

qui ne contient que la seule inconnue x^ admet pour 
raines toutes les valeurs de x comprises dans les deux 
formules 

• > 

a:=2K.H -h*, a: = (2K-hi)B— «►, 

OÙ K désigne iin nombre entier positif, nul ou négatif, 
choisi arbitrairement , et n^en a pas d'autres. 

DES FONCTIONS CIRCULAIRES SIMl»LES ET INTCRSËS. 

24. Si l'on désigne par x un arc variable quelconque^ 
positif ou négatif, et respectivement par S, ,T, U j V, Y, Z 
les six fonctions circulaires simples 

sin^:, tangx, sécr, cos.r, cot.ir*, cosécx, 

les fonctions qui leur sont inverses (Introd., n° 24) se re- 
présentent respectivement de la manière suivante : 

. aresinS, arctangT, arcsécU, 
arc cos V , arc cot Y , arc coséc Z ( ' ) , 

et pour énoncer l'une d'elles, par exemple arc séc U, on 
dit arc dont la sécante est U. 

Ces fonctions inverses ne sont pas complètement déterf 
minées, car arc séc U,.par exemple, admet un nombre 



(* ) Les géomètres- anglais écrivent ces six fonction^ inverses respective- 
ment sous cette antre forme 

# 

. sin~''S, tang~'T, 8éc'"'U, cos~'V, cot^'V, coséc""' Z ; 
mais celte nolation présente Finconvépient d'être amphibologique. 
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indéfini de valeurs pour une même valeur de U (n^ 23) , . 
à moins que la valeur de cette fonction ne soit toujours as-, 
sujettie à être comprise entre les limites KH et (K+i)H^ 
où K désigne' un nombre entier donné , positif, nul ou 
•négatif. 

RELATIONS ESTilE LÈS RAPPOl^TS TRIGONOMÉTKIQUBS 

d'un MEME ARC. 

25. Théorème. — Si Von désigne par K un arc quel- 
conque^ positif- ou négatifs on a les relations 

sin' A 4- ces' A = I , (0 

/ • 

5in A ' . , 

et 

I ' • 

séfcÀ*= -• . (3) 

ces A 

bénionstration. ^ — D'abord ces relations sont évidentes 
ïoràqtte l'extrémité de l'arc A est T un des points A, A', 
B, B' [voyez la tiguredu n° 2), et par conséquent il suffit 
de les démontrer dans tous les autres cas. 

Soient a l'arc A réduit au quadra^nt, «t M l'extrémité 
de cet arc a qui est plus grand que »éro et m<iindre que 

- : menons le rayon OM dont le prolongement rencontre 

i 

la tangente îndéfihie TT' au poihtS, et du point M abais--. 
sons.MP perpendiculaire sur OA. 
On a 



MP -t-OP 


= 0M 


AS 


MP 


OA 


OP^ 


OS 


OM 


OA 


OP' 



3. 
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OU bien 

/MP\» /0P\^_ 

AS_ \OMy 
OA — / 0P\ ' 

\om) 

0S_ _i 

OA"" /0P\ ^ 

on) 



et comme 



MP . OP AS ÔS , 

il vient les relations 

• sin' a -\- cos' a = I , 



tang 


a = 


sina 


cosa 


séca 


_^. 


1 



cosa 



Maintenant, si Ton observe que Ton a (n^ 22) 

sinA = ±sina, cosA:=±cosa, 
taDgA.=:dbtaDga, sécA = ±séca, 

et que, quelle que soit la situation de l'extrémité de l^arc 
A, les fonctions circulaires tangA et sëc A sont respec- 
tivement de même sime que les rapports r et » 

^ ^ ^^ cosA cosA 

il en résulte immédiatement les relations qui étaient à 
démontrer. Donc, etc. 

Corollaire, — Les relations (a) et (3) étant vraies quel 
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que soit Tare A^ donoent 



' COS ' Al 



^ / COS 






ou bien 



et 



cotA = ^, (4) 

SID A ^ ^'' 



cosécA=-; — -• (5.) 

sinA ^ 



Ces deux dernières relatioçs auraient pu être établies, 
directement comme les relations (a) et (3). 

Scolie. — n ne peut exister entre des quantités indé- 
pendantes de Tare- A et les rapports trigonométriques de 
cet arc , aucune autre relation qui soit à la fois algébrique 
relativement à ces rapports, et vraiment distinctç de celles 
données précédemment. 

Car, si une telle relation existait, en éliminant cinq 
dés rapports trigonométriques de Tare A, par exemple 

tangA^ sécA, cosA, cotA et cosécA, 

entre cette relation et les cinq autres établies ci-rdessus , 
on obtiendrait nécessairement une relation non identique 
entre des quantités indépendantes de l'arc A et le rapport 
trigonométrique sîn A, et qui serait, en outre., algébrique 
relativement à ce rapport, ce qui est impossible puisque 
sin A doit pouvoir prendre telle valeur que l'on veut entre 
— I et + I. 
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AXJtRES RELATIONS FOURHIES PAR LE PARAGRAPHE PRÉCÉDENT. 

•26. Théoheme. — Si Ton désigne toujours par A un 
arc quelconque, positif ou négatifs on a les relations 

tang A cet A = i , 

séc' A = I + tang' A 
et , 

coséc*A = I -+■ cot^ A. 

(démonstration. — On a 

sinAcosA sinAcosA 

tang A cot A = -: — - = 7—7—7 = ^ , 

ces A sm A C03 A sin A 

. ,, I CCS* A -f- sin' A /sinA\' 

sec' A = — — - = =1-1- r 

cos' A ces* A \ ces A / 

== I 4- tang' A 

et 

,,. I sin'A-l- cos'A /cosA\' 

COSec' A =r -T-rr = r-rr^ = I -h H — T = I H-Cot'A. 

çm'A sin'A \s'nA/ ^ 

Donc, çtç. 

Corollaire. — On a 



I y i-f-coi'. 

FÂ/ "~ cot' A 



séc'A:^ I 4- 

\cot 

et ' 

, , , / ï \ » I 4- tang' A 

COSÇC' A = I H- r = rf 

\ tang A/ tang* A 

De plus , comme 

I 



sin' A = - — r-TT et ces' A = — 



coséc' A séc* A 

il viçnt 

ï tang' A 

SlU A ^Z . r— " 

1 -f- cot' A I -f- tang' A 
et 

CQt' A 1 



cos' A = 



I -h CDl' A I + lang^ A 



• /■ 
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Ces dernières valeurs de sin' A et de cos' A expnmées 
en fonction de Tun ou l*autre des deux rapports trigono- 
métriques tang A el cot A , par exemple celles en fonction 
de tang A, peuvent être, obtenues directement et assea; 
élégamment de la manière suivante : 

On a 

Une A = 1 

** cosA 

ou bien 

sin A cos A 

tangÀ I ^ 

d'où • 

sin' A cos* A sin* A H- cos' A i 



tang' A I 1-4- tang' A i -h lang' A 

PROBLÈMES QUI SE RATTACHENT AUX RELATIONS DONNÉES 
DANS LES DEUX PARAGRAPHES PRÉCÉDENTS. 

27. Problème. — Étant donné un nombre a, positif 
ou négatif y et satisfaisant aux relations 

déterminer cinq autres nombres x^yj, z, u et i^> positifs 
ou négatifs, de telle sorte qud existe un certain arc A 
pour lequel on ait, 

sinA = a, tangA = 0?, sécAssjr, 
cosA=:z, cotA = a, cosécA = c. 

' Solution, — Il est évident, d'abord, que ce problème 
admet toujours deux solutions, et jamais davantage, et\ 
en second lieu, qu'à chaque solution correspond un 
nombre indéfini d'arcs positifs ou négatifs (*). 

■ — • — ■- ' ' ■ ' 

( ^ ) Nous entendons ici par arc correspondant h unesoluUon du problème 
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De plus , si Ton désigne par K un nombre entier , posi- 
tif, nul on négatif, susceptible de varier indéfiniment , et 
par et l'un des arcs qui correspondent à Tune des deax 
solutions, les arcs correspondant à Tautre seront seule- 
ment ceux donnés par Texpression 

(2Kh- i)B — a, 

attendu que tous les arcs compris dans cette expression et 
dans la suivante 

aKH + 3, 

sont les seuls qui aient même sinus que Tare a, et quç 
pour toute valeur de K , on a 

tai]g(2iLH + a 
séc(2KH 



= tanga, 
= séca, 
=r ces a 



9 

=: COt OL y 
= COséca, 



CI>s(2KH-h-a 

COt ( 2 KH 
coséc(2KH 

tang[{2K-h i)H — «]== — langa, 

séc [( 2K -H I ) H — «]= — séca, 

cps [(2K-f-i)H--a]= — cos a , 

cot[(2K-4- i)H — «1= — cota, 

coséc[(2K -f- i)H — «] = coséca. 

Ces dernières relations montrent aussi que Tune des 
deux solutions en question se déduit de l'autre en y chan- 
geant simplement les signes des quatre nombres x, jr, 
z et u. . 



tonte Taleiir de Tare A qui remplit à l'égard de cette solution les eondi- 
tions indiquées dans Ténoneé du problème pour cet arc A. 

Cette observation devra être considérée à ravenir comme s^appHqaapt 
à tous les problèmes du même genre que celui que nous traitons actuel- 
lement. 



V 
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Ce] a posé, on a 


• 


de plus 


I . - 

*' = :;;' 

a 

• 


^ 


«*4-*'= I., 


d'où , 


• 


- 


a==±^i— a% 


et, par suite, 





4t 






5 Vl— «''* 









v/i-fl». 



a A 



Si l'on observé que les doubles signes dz qui aflectent 
les expressions précédentes de x , j)^ , 2 et a , sont coor-- 
donnés ( * ) , les deux solutions du problème proposé se 
trouvent alors nettement indiquées par les formules que 
nous venons d'obtenir. 

Sçàlie, -^ Le problème précédent n'admettrait qu'une 
solution si , dans son énoncé , l'arc A était assujetti à véri- 
fier les relations " ^ 

. /2 --^ A<(« 4- I } -j 
2 ^ ^ ' 1 

où w désigne un nombre entier donné, positif, nul ou 
négatif, et cette solution se conclurait immédiatement des 
cinq formulés obtenues ci -dessus,, en ayant soin de sup- 



(*) Lorsque, dans une même expression mathématique (ou dans plu- 
sieurs expressions mathématiques coilsidérées simultanément), il entre 
des doubles signes zt , ip , tels que les. signes supérieurs H- ou — qui les 
constituent doivent tous être pris ensemble , et de> même les signes infé- 
rieurs — ou -+-, il est d'usage alors de dire que dans cette expression ( on 
dans CCS expressions) les doubles signes ainsi régularisés sont cvordonnés. 



' i 
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primer dans les expressions de x , y^ z et u , le signe 
ou le signe — de chacun des doubles signes zh dont elles 
sont affectées , selon que le nombre n aérait ou non de Tune 
de ces deux formes , savoir ; un multiple de 4 ) Qu un tel 
multiple diminué de l'unité. 

Observation. — Dans les deux problèmes suivants, 
nous nous bornerons simplement à présenter les calculs 
pour arriver aux valeurs des quantités inconnues, et nous 
laisserons au lectçu.r le soin de donner à la solution de 
chacun de .ces problèmes tous les développements qu'elle 
comporte, en la modelant sur celle du problème pré- 
cédent. 

Î28. Pro&leme. — Etant donné un nombre quelconque 
a positif ou négatifs déterminer cinq autres nombres x, 
y-yZ^uet v^^' positifs ou négatifs, de telle sorte qui il existe 
un certain arc A pour lequel on ait 

sinA = ar, tangA = a, .^A^=jr, 

coséc A c= p- 



cosA=«, 


CGC X ==Z l 


Solution. — On a 






" = «■' 



de plus 



d'où 



a^ 



or- 



et ,- par suite , 



.r 



X 



I H- a» 



a 



\/i -t-fl' 



y 



« \/i -t-fl^' 



= - =rdb V I -f-«' 



I 



VTTfl' 



X a 
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29. Problèmb. — Étant donné un nombre a positif ou 
négatif, et ayant une valeur absolue supérieure à Vunité^ 
déterminer cinq autres nombres x^y^z^ueH^^ positifs 
ou négatifs y de telle sorte quil existe un certain arc A 
pour lequel cfn ait 

sin A = X , tapg A = j , séc A = <* , 
cos A= z , cot A = « j coséc K^=-v. 

Solution. — On a 



de plus 
d'où 



' = «' 



.r' -h z' = I , 



et, par suite, 



a 






X 



a 

■ — » 



Obsen^ation, — On pourrait encore donner ici trois 
autres problèmes du même genre que les précédents, mais 
comme ils sont compris dans ces derniers, nous nous abs- 
tiendrons d'en parler. 

RELATIONS CONCERNANT l'adDITION , LA SOUSTRACTION^ LA^ 
MULTIPLICATION ET LA DIVISION DES ARCS. 

30. Théorème — Si Von désigne par A e« B deux arcs 
quelconques positifs ou négatifs^ on'a la relation 



sip (A H- B) = sin A cos B -f-. cos A sin B. 



(«) 
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Démonstration, — Le point M étant l'extrémité de 

l'arc A, et le point N celle de l'arc B, menons la corde 

MN(*). 

Si nous désignons par a et /3 les plus petits arcs posi- 
tifs terminés respectivement en 
M et N, on sait (n° 4) qu'il 
existe toujours deux nombres 
entiers m et /ï , positifs , nuls ou 
négatifs, pour lesquels on a 

A = 2/wHh- a, 
.B= 2/1 H + 6, 

2 ^' 




et comme de ces deux égalités on tire 



-("- 



B 



H 



011 



A -h B =2(/w — /i)H + a — |3, 



H 



on conclut immédiatement que la corde de l'arc A -f- B 



n'est autre que celle de l'arc a*— jS, laquelle est évi- 
demment égale.à MN. Ainsi, on a 



(■ 



G(A+B.-|]=MN(»). 



Cela posé, par les points M et N menons les perpendi-r 
culaires MP, NQ sur le diamètre A A', et par l'un de ces 
deux points , par exemple N, traçons NL perpendiculaire 



(') La démonstration que noys donnons ici ne suppose rien sur la 
situation des points M et N, dont la coïncidence peut avoir lien. 

( ') Pour désigner la cor'de d'un arc A, nous adoptons ici la notation (7 A , 
que nous avons vue employée par certains {géomètres , et dont nous ferons 
encore usa{>e dans la^ suite. 
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sar MP, On a 

mn' ou €»r A + B — — Wml' -1-nl', 

d'où 



€'(a4-B^|) _^ . 



.R 



m<m- 



Or, quelles que soient les positions des points M et N 
sur la circonférence du cercle C, on voit de suite qu^on a 

(— -j = sin A — sin ( Bj = (sinA — cosB}' 

= sin' A + cos*B -r- 2 sin A cos B , 

( — J = cos A — cos ( B ) = (côs A — sin B)* 

= cos' A -f- sin' B — 2 cos A sin B , 

et par conséquent, en ayant égard aux relations 

sin' A -4- cos' A = sin' B -h cos' B = i , 
il vient 

^*(a + b-| 

I ' — ^ -;- ^ =: sin A cos B + cos A sin B. 

2R' 

# 

Maintenant, comme il est évident que tout ce qui vient 
d'être dit subsiste quels que soient les arcâ A et B, et alors 
même qu^ils seraient nuls, lious pouvons substituer^ dans 
la dernière relation obtenue , o (zéro) à la place de B, et 
ensuite A -4- B à la place de A. De cette manière, il vient 

G«(a + B--) 
, l____£Z=«„(A-(-B). 

Comparant cette dernière relation avec celle qui Ta 
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fournie, on en Conclut qu'il y a égalité entre leurs^ seconds 
, membres. Donc, etc. 

Scoli'e. — La démonstration extrêmement simple que 
nous venons de donner de la relation (i), n'est que Timi- 
tation de celle qui a été donnée (' ) par M. F.. Sarrus, pour 
la relation (4) ci -après : aussi doit-elle être considérée 
comme due à ce célèbre professeur qui depuis longtemps 
fait honneur à la Faculté des sciences de Strasbourg. 
Corollaire I. — ^-Sî dans la relation (i) on change A eti 

H 

h A, on obtient la relation 

iiH -r 4- A -h B j = sin ( — H- A j CCS B 



sin 



cois 



^| + A)sinB, 



qui, h cause des égalités 



sin 



^- 4- A 4- b") = cos (.— À — B) = cos(A -f- B) , 



sin 



in ( h A I = cos ( — A ) =2 ces A , 

ces ( — H- A ] = sin ( — A) = — sin A , 

se réduî ta 

co»(A-|-B)= cosAcosB — sikiAsinB. (2) 

D^ plus, si dans lés relations (i) et (2) on change E eu 
— B, il vient 

iin (A — B) = sin A ces B — cos A sin B ( 3 ) 



(') Annales de Mathéntatiifàes pures el applif/aées , tome XI, page 323; 
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et • 

cos(A— B)=:cosAco8B + sin Àsin B ('). - (4) 

Corollaire IL — Si dans les relation^ (i) et ( 2 ) on pose 
B = m A^ m étant un nombre quelconque^ positif ou néga- 
tif, on obtient les deux relations 

•sin (/n -4- 1) A =: sin A ces /w A -4- ces A sin m A , 
cos (/» H- I ) A = CCS A ces m A — sii\ A sin /fi A , 

au moyen desquelles^ en égalant m successivement à chacun 
des nombres de la suite naturelle 

1,2^3,4,5, 6, 7,- . . j 

on peut évidemment parvenir à Tévaluation du sinus et 
du cosinus d'un multiple quelconque de l'arc A, en fonc- 
tion séutement du sinus et dit cosinus de cet arc. 
On obtient de cette manière les relations 

sin 2 A =: 2 sÎD A cos A, 

cos 2 A = cos' A — sin' A , 

sin 3 A = 3 sin A cos' A — sin' A , 

côs 3 A =r cos* A — 3 sin' A cos A , 

eicommeoîia (n^25) 

sin' A == I — cos' A , 
cos' A = I — sin' A ^ 

les trois dernières de ces relations entraînent les sui- 



( ' ) On écrit souvent 

sîn (A ±: B) = sin A cos B :*: cos A sin B 

et 

cos ( A it= B) = cos A. cosB q; sin A sin B ; 

mais alors les doubles signes sont coordonnés dans chaeune de ces rela- 
tions. 
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vantes . " 

CCS 2 A == 3 cos'A — ^ I , 

côs 2 A = I — 2 sio* A , . 

> sin 3 A = 3'sin A — 4 ^^^^ ^ 

et 

ces 3 A = 4 ^^ ^ — 3 ces A. 

31 . Théorème. ^— Si Von désigne par A un arc quel- 
conque^ positif ou négatifs on a les relations 

sin'~ A= -(i — cosA) ' (i) 

2 2 



et 



ces*- A = - (n- ces A)* M 

2 2^ ' ^ ' 



Démonstration. — Des relations 



et 



COS A = 1 *— 2 sin' - A 

2 



COS A= 1 cos* - A — \a 

2 



déjà établies (n° 30), on tire les valeurs indiquées de 



sin* - A et cos* - A, Donc, etc» 

2 2 



." Scoïie. ' — Les relations (i) et (a) peuvent évidemment 
se déduire Tune de Fautre, par suite de la relation 
côiinue 



sin' - A H- ces' - A = i . 

2 2 



Corollaire. — Si Ton divise les relations (i) et (a) 
membre à membre, il vient 

2 * A I — cos A ._. 

'^ 2 I -+■ cosA ^ ' 
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32. Théorème. — Si Von désigne par A mi arc quel- 
conque positif ou négatifs on a la relation 



(co»-A±sîn-A| =ir£:$inA, 
2 2 / 



(-) 



dans laquelle les doubles signes sont coordonnés. 

Démonstration, — Si Ton ajoute membre à membre! 
les deux relations connues 

ces* - A 4- sin» - A = i , 

2 2 

» 

2 cos - A sin - A =: sm A ^ 

2 2 

après avoir multiplié les deux membres de la seconde 
par d= I, il vient la relation (i). Donc, etc. 

Scolie. — Chacune des deux relations, objet du théo- 
rème précédent, peut se déduire de Tautre en changeant 
dan^ celle-ci A en — Ai 

33. Théorème. — Si l'on désigne par A un arc quel^ 
conque positif ou négatif, on a les deux relations 

I ^ I — cos A 

et 

I . sinA , , 

^2 î -4- cos A ^ ^ 

Démonstration. — De la relation connue 

I sinjA 

^ 2 cos-fA 



on tire 



et 



i 2sin'|A 

tang - A == r-j-r ;—■ 

^ :i 2smYAcos7A 

I . 2sinT Â cos4- A 
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Or(n^»30él3«) 



et 



2 sin- A Gos- A = ftin A 9 

2 2 



2 sin' - A = I — cos A 

2 



2 cos' -A £= I -H cos A; 

2 



donc, etc. 

Scolie. — Les relations (i) et (a) peuvent se déduite 
Tune de Tautre: ainsi, par exemple, la première ^onne 

1 r — oos' A 

tanc — A :^ -. — -— ; — r » 

"a sinA(i4-cosA) 

et comme i — cos* A = sin* A , il vient 

I ^ sin A 

tang- A = 



2 I -h cosA 

On pourrait encore opérer cette déduction eu ayant re- 
cours à la relation (3) du n^ 31 . 

34. Théorème. — Si ton désigne par A ef B deux 
arcs quelconques f positifs ou négatifs^ on a la relation 

tang(A±B)^i^-i4^. (,) 

'"^ ^ I rptangAtangB V' 

dans laquelle les doubles signes sont coordonnés. 
Démonstration, — De la relation connue 

/*!_«% sin(AdlB) sînAcosBdbcosAsinB 

tanc(A±:B) = — ) •• _. ^; = : = : — , . ^ > 

^^ ' cos(A±B) cosAcosBipsmAsmB 

où les doubles signes soûl coordonnés , on déduit , en divi- 



I 



sanl les deux termes du dernier rapport par cosA.wsB, 

sin A . siù B 

sin A sm B 

I ZEZ *- ' ' ■ - *■ 

cosAcosB 
donc, etc. 

Coiùllaùe I. -u La relation qui vient d'être démainrée 
donne 



ï cot A col B 

^^^^^— «^«rf ^^^ - ._ • 

) 



cot(A±:BJ~* _ I 

1 



cetAcotB *• 
et, par suite, 

««»/A*4-.tï\ cotAco^Bint 

cQt(A!±:B) = ~-*- — ; — niL-.. {^\ 

' totBicotA ^^'f 

Cette dernière relation , dîns laquelle le» doubles signes 
sont coordonnés ^ peut se démontrer directement de la 
même manière que celle qui Fa fournie. 

Corollaire II. -^ Si dans les relations ( i ) et (2) on ne 
t)rend que les signés supérieurs des doubles signes, et que 
'on pose B c= m A 5 m étant un nombre quelconque, pô- 
itif ou négatif^ on obtient les deux relations 



1 
siti 



t^r,g(>.^,).^ tang^A-i-tàngA 

I — tang//7A taog A 

cot/wA-^cotA 

au moyen desquelles^ en égalant m successivement à cha- 
cun des nombres de la suite naturelle 

î, 2, 3, 4, 5, 6, 5,.. . j 

on peut évidemment parvenir à l'évalna^ott de la tangente 
et de la cotangente d'un multiple quelconque de l'arc A ^ 

4. 
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en fonction seulement de la tangente ou de la coiangenti* 
de cet arc. 

On obtient de cette manière les relations 

2taDgA , cot'A — I 

tang 2 A = ^—r- 1 cot 2 A = z — » 

" I — taDg'A 2 cet A 

3tangA — tanc;^A ,, cot^A — 3cotA 

taTig3A= ^ -f^ et COtSArrr— 

^ I — 3tang»A 3cot'A--.i 

35. Théorème. — Si l'on désigne par P et Q deux 
arcs quelconques , positifs ou négatifs^ on a les relations 

sinP -f sitiQ = 2sini (P + Q) cos- (F — Q), ( i ) 

« 

sinP — sinQ =:*2sifl-(P — Q)cos-{P4-Q), (2) 

2 2 

cosP -h cosQ = 2 cos -(P -4- Q) cos - (P — Q) , (3) 
cosQ—cosPrz: 2sin-(P-f-Q)sio-{P—.Q). (4) 

^ 2 

Démonstration. — Posons 

i(P + Q)=A et i(P-Q)=B. 

2 2 

Les relations (1 ), (2), (3) et (4) du n° 30 donnent 

sin(A4-,B)4-sin(A-- B) = 2sinAcosB, 

sin(A-f-B) — sin(A — B) = 2cosAsinB, 

cos(A-»-B) -hcos(A — B) = 2cosAcosB 

et 

cos(A — B) — cos(A -|-B) = 2sinAsinB. 

Or 

. A+B = P et A — ]B = Qi 

donc, èlc. 
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ScolieL — La relation (a) peut être considérée comme 
résultant de la relation .( i ) en y changeant Q en — Q. 

De plus , si Ton observe que les trois arcs Q , - (P + Q ) 

et P forment une progression arithmélique dont la raison 

est- (P — Q), la relation (i) peut s'énoncer ainsi : 

Étant donnés trois arcs en progression arithmétique, 
la somme des sinus des deux arcs extrêmes est égale à 
deux fois le sinus de l'arc moyen , multiplié par le cosi- 
nus de la raison. 

Les relations (a), (3) et (4) peuvent s'énoncer d'une 
manière analogue. 

Scolie II. — Si 1 on désigne par m un nombre quel-^ 
conque, positif ou négatif, les relations ( i) et (3) com- 
prennent respectivement les deux suivantes : 

sin (m -h 1 ) p = 2 cos P sin mP — stn ( m — i ) P » 
cos (/w -h I ) P = 2 cos P cos wP — cos.( w — I ) P » 

lesquelles sont ordinairement connues sous le nom du 
formules de Thomas Simpson, 

Corollaire I. — Si Ton observe que 

. /H \ 

cos p = siii I p ] j 

les relations ( i ) et ( 2 ) donnent 

cosP-HsmQ = 2sin(^j~-^jcos(^^-— -| 

P-sinQ=2sin^^~-^jcos^^ —j^ 

Corollaire II. — Si Fou considère les relations ( i ) , 
(2), (3) et (4) deux à dçux, et qu'on les divise membre 



et 
cos 
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à membre , on obiient les relations suivantes : 

sinP4-sinQ__ tang^ (P + Q) 
sin P — sin Q " Ung \ (P ^ Q)' 

sinP-i-sinQ i' ^, 

^~cot-(P — Q), 

coftQ^— cosP a^ ^^ 

$in P — sin Q i . ^ ^ > 

cosP-f-cosQ ^a^ 

sin P — sin Q i , _ ^ , 

eosQ-— cosP a^ ^' 

çosP-f-cosQ 1 ,^ ^, I 

— y- _^~çot- P 4-Q)çot- P — Q.) 

_ cotj(PHhQ) 

La première de ces six relations est très- utiles elle peut 
s'énoncer ainsi : La somme des sinus de deux arcs est à 
la diffèrçnce de ces mêmes sinus , comme la tangente de 
la detni-somme des arcs est à fa tangente de leur demi- 
différence. 

La quatrième et la cinquième résultent immédiatement 
et respectivement de la seconde et de la troisième par le 
changement de Q en — Q. 

36. THÉORÈME. — $i l'on {lésigne par AetB deux arcs, 
quelconques , positifs ou négatifs, on a les relfifiçris . 

. _L_ .. sin(A±:B) 

lang A ± tang B = ^ '., 

cos A ces B 

., . „ sin(B±:A) 
col A ± cotB = . \ ^ J 

sm A sin 6 



et 



.A-i-. D cos(Air:B) 
col A ± langB = —r^ — =î= — ^, 

sin A cos B 
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dans chacune desquelles les' doubles signes' sont coor- 
donnés. 

Démonstration, — On a 

sinA »_smB sin AcosB±cosA9inB 

lang A ± tangB :^ ± — =-;r = a ..»u"""^ " > 

^ . ^ cosA cosB cosAcosB 

_ cosA , cosfi smBoo§AdLx:OsBsinA 

COtA±COtB = -: 7 ±-r-^ = . . . ^ 

sin A iiinB aioAsioB 

et 

_ co$ A , sin B cos A cos B db sin A sin B 

cotA±tangB = -T— r ±-— 5= 7—7 — rs ? 

° sin A cosB smAcosB 

donc, etc. 

Scolie. — Les deux premières des relations qui viennent 
d'être démontrées peuvent se déduire immédiatement 
l'une de l'autre. 

Corollaire. — On a 

taogA H" tangB _ si n (A -h B) 
. tang A — tang B "** sin ( A — B) ' 

tangA + tangB , ^ 

cotA4-cotB = ^"gA tangB. ^ 

tangA + tangB^ 3 ^^ 

çotA — tangB '^^ . 

cot A -f- cotB __ sin ( A 4^ B) 
cotA — cotB sin (B — A) 

cot A + çotB , , ^i 

^ — — = =tang(A -+-Bnc(nB, 

cot A — tangB b\ ^ ,; > 

cot A -f- tangB cos (A — B) 
cot A — tangB cos (A -h B) 

37. Théoi^eme. — Si l'on désigne par A et R deux 
arcs quelconques. y positifs ou négatifs, on a les relations 

cos^ A — sin' B == cos (A -t- B ) cos (A — B) 
cos? A — cos» B = sin (A •+• B) sin (B — A). 
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Démonstration, — On a 

cos'A — sin'B = cos'A(i — sîn' B) — sin'B(i — cos'A), 
ces' A — ços* B = cos' A (i — cos^ B) — ços* B (i -^ cos' A), 

ou bien 

cos' A — sin' B = cos^ A cos* B — sin* A sin' B, 
cos* A — cos^ B = cos? A sin' B — sin' A cos' B. 
Mais 

cos' A cps'B T^ sin' A sin' B 
= (cos A cos B — sin A sin B ) (cos A cos B -h sin A sin B) , 

cos' A sin' B, — sin' A cos' B 
==r ( sin A cos B -t~ cos A sin B) (sin B cos A — cos B sin A) ; 

donc, etc. 

Sçolie, — Les deux relations qui viennent d'être dé- 
^lontrées peuvent se déduire l'une de l'autre : ainsi, par 
exemple, la première donne 

2 COS» A — I =cos (A-f-B)cos(A — B) + pos' A ^ cos'B, 

pu bien (n^ 30) 

cos 2 A = cos ( A -h B) cos (A — B) 4- cps» A — cos' B. 
Or 

cos 2 A = çQs(A -i- B)cos (B — A) -t- sin (A -hBjsip (B — A); 

donc 

cos' A — cos'B = sin (A -h B) sin (B -^ A). 

RELATIOIilS QUI SE DÉDUISENT DE PLUSIEURS DE CELLES, 

ÉTABLIES PRÉCÉDEMMBNT. 

38. Théorème. — Si Von désigne par n un nombre 
enlier quelconque y positifs nul ou négatif, et par K,^ B,C, 



j 
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trois arcs positifs ou nêgalifs tels , que 

A-hBH-C = (2/ï-+- i)H, • 
on. a la relation 

sin* A = sin' B -h sin' Ç — a sin B sin G cos A* 
Démonstration. — On a 

. sin C= sin [(2/1 -h i)H — (A H- B)} r=: sin (A -f-B), 

d'où 

sin G — : sin B cos A := sin A cos B. 

Elevant les deux membres de cette dernière relation 
au carré, et remplaçant cos' A par i — ■ sin' A, il vient 

sin- G -+- sin' B ( i — sin' A) — 2 sin B sin G cos A = sin' A cos' B, 

et, par suite ^ 

sin' B -h sin' G — 2 sin B sin G cos A, 
= sin* A (sio' B -h cos' B) = sin' A. 

Donc , etc. 

3&. Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 

dans le théorème précédent ^ on a 

' ' •- ' , . 

ces' A •+- cos' B -h cos' G -h 2 cos A cos B cos G == i . 
Démonstration . — On a 

cos (A -h B)=,cos[(2/i -V i) H — G] := — cos G, 

d'où 

cos A cos B 4- cos G = sin A sin B. 

Elevant les deux membres de cette dernière relation au 
carré, et remplaçant sin^ A, sin* B, respectivement par 
i — ces' A, I — ces* B, il vient 

cos' A cos' B H- cos' G 4- 2 cos A cos B cos G 

= (i — cos' A)(i — cos'B), 
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OU bien ' • . '. 

ces' A -4- ces' B -f- cos' G -|- 2 tes A cos B cos G = 1 . 
Donc 5 etc. ^ . . 

40. Théorème. — Si ton désigne par n un nombre 
entier quelconque, positif, nul ou négaNf et par A^B^C, 
trois ares positifs ou négatifs tels , que 

A-4-B-HC = (4/'"hi)H, 

on a la relation 

' ^ • n f A B G 

sm A -f- sin B 4- sin G = 4 ^'os — cos — cos — 

2 . 3 .2 

• Démonstration . — On a 

. ■ . „ . A + B A-^B 

sin A -f- sin B= 2 sin cos 1 

2 2 

sinG — sin[(4«4- i)H-^(A + B)] 



= sm ( A H- B ) = 2 sin cos ; 

^ ' 2 2 



d'où 



. A-f-B/ A — B A-4-B 

sin A -h sin B -f- sin G = 2 sm ^ — 1 cos -f- cos —. 

' 2 \ 2 2 

Or 



)■ 



= sin[(4/. + .)S^|]^ 



A + B . r, ,H Gl G 

sin = sin I (4/2 + 1) -lt= cos - 



et 



A— B AH-B A B 

cos — : h cos = 2 COS — COS - ; 

,2 , 2 ^22 

donc, etc. 

41. Théorème. — Si ton désigne par n un nombre 
entier quelconque'^ positif) nul ou négatif et pur A, B, C, 
trois arcs positifs ou négatifs tels, que 

A-hB-f-G = /ïH, 
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on a la relation 

tang A -h tang B -4- tang C == tapgr A tang B lang C. 

Pemonstration , -^ On a 

tang (A-^B)=.tang («H — Ç) = -r tangC, 

ou bteii 

ranK A -h tang B ^ 

-. — ^ = — ïang C. 

I — tang A tang B ° 

Chassant ]e dénominateur de cette dernière relation, il 
vient 

tang A -h tang B = — tang C H- tang A Lang B tang C; 

donc, etc. 

Scolie, — La relation très-remarquable qui vient d'être 
démontrée a été trouvée par Cagnoli. 

PROBLÈMES RELATIFS A LA DIVISION DES ARCS. 

-42. Problème. — Etant donné un nombre a positif, 
nul ou négatif, et sutisfaisant aux relations 

dètenniner deux autres nombres x et y y positifs ou né- 
gatifs (F un d'eux peut être nul) ^ de telle sorte quil 
existe un certain arc A pour lequel oti ait 

.A A 

COsA:=a, sin — = .r et cos-=jr. 

Solution. — Il est évident d'aliofd qije ce probièniev 
admet toujours plusieurs solutions, et en second lieu 
qu^à chaque solution correspond un nombre indétiui 
d'arcs positifs ou négaliCs ( Tun d'eux peut être nul) . 

Désignons par K un nonibre entier positif, nul ou 
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négatif, susceptible de varier iiidëfiniment, et par a Tun 
quelconque des arcs dont le cosinus égale a. 

On sait que tous les arcs ayant même cosinus que 
Tare a sont seulement ceux donnés par les deux expres- 
sions 

2KH-4-a et 2KH — a, 



ou bien par les quatre suivantes : 

4KH4-a, (4K4-2)H-ha, . J 

4KH— a, (4K4^ 2)U--«t, j 



(0 



attendu que le nombre K qui entre dans les deux pre- 
mières peut être pair ou impair. 

Si Ton divise les arcs (i) par le nombre .2 , il vient les 
arcs 

2 ^ ' 2 2 . • ' 2t 

qui , quel que soit le nombre K , ont respectivement pour 
sinus les nombres 

sin — 9 — sin-9 -^sin-, sin r- , (2) 

2 2 22 ' 

et pour cosinus les nombres 

s. Oi . OL -CL 

ces - î — ces ~ j coK - ? — ces -• ( 3 ) 

2 2 2 2 ^ ' 

D'après cela, on peut conclure immédiatement, relati- 
vement aux solutions du problème, i°que leur nombre 
est deiix ou quatre^ deux si « = ih i, quatre dans les 
autres cas ; 2° que dans chacune d'elles la valeur de x et 
celle de y son tnécessai rement deux nombres appartenant 
respectivement aux deux suites (2) et (3), et placés au 
même rang dans ces deux suites , et 3" que si on les consi- 
dère toutes simultanément, chacune des deux inconnues 
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a tout an plus deux valeurs distinctes entre elles ^ les- 
quelles sont en outre égales et de signes contraires. 
Cela posé ^ résolvons Je problème. On a (n^ 31 ) 



I —a i -ha 



d'où 



Si l'on désigne respectivement par r et /•' les deux radi- 
ithmétiques l/ et i/ > les soluti< 



eaux aritnmeiiques w ei %/ > les solutions 

du problème sont 

parmi lesquelles les deux dernières sont identiques aux 
deux premières lorsque a = zfc i . 

Scolie /. — Si l'on donne un arc A dont le cosinus 

égale a, on sait de suite quel est le signe de chacun des 

A A 

deux rapports trigonométriques sin - et cos -9 et, par 

suixe , quelle est celle des deux valeurs de x ou des deux 
valeurs dej^, qiî'il faut prendre pour valeur du premier ou 
du second de ces deux rapports. 

Seolie II. — La lettre K ayant la même signification 
que précédemment , et A désignant un arc correspondant 
à l'une des solutions du problème: 1° les arcs. correspon- 
dant à l'autre solution, dans le cas où a == ±: i , sont seii- 
iément ceux donnés par l'expression 

'• (4-K-I- 2)H-4- A, 

et a® les arcs correspondant aux trois autres solutions , 
dans le cas où a n'est pas égal à =h i , sont respectivement 
et seulenient ceux donnés par les trois expressions 

(4K-h2)HH"A, 4KU— A et (4K -t- 2) » —' A. . 
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43. Problème. — Les mêmes choses étant données 
que dans le problème précédent, déterminer deux nom- 
bres X et y^ positifs ou négatifs [Vun d'eux peut être 
nul) , de telle sorte quil existe un certain arc A pour 

lequel o¥t ait 

.A A 

sin A = a , siii - = ^ et ces - = j . 

Solution ( * ) . — On a (n^ 32) 
d'où 

et, par suite, 

Dans ces deux formules , les deux doubles signes placés 
hors des parenthèses sont coordonnés, ainsi que les deux 
autres , mais il n'en est pas de même de l'un de ces der- 
niers avec l'un des deux premiers,- et par conséquent si 
)'on désigne respectivement pair r et r' les deux radicaux 

arithmétiques ^1 -h' a et v^i-^ a ^ les sàlutions du pro- 
blème sont 

j .r=i{r-t-r') j L*=-i(rH-r') 

l 



,i 



( *) Les développements que comporte cette »ohition étant à peu prèti 
identiques à ceux donnés dans la solution du problème précédent, nouf» 
.iTons cru devoir les omettre ; le lecteur pourra racilemcnt y suppléer. 
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parmi lesquelles les deux (le»iicres sont ideiiliques aux 
deux premières lorsque a = dr i . 

ScoJie I. — Si l'on considère simultanément toutes les 
solutions du problème précédent, lesyaleursde ji: sont les 
mêmes que celles àe y. 

Scoiiéi II, — Dans le cas où n n'est pas égal à di r , si 
des quatre valeurs 

'-{r-r'), -i(r-r'),, [(r+r'), -i(r+r'). (,) 

de X el de jr^ on désigne par M Tune ou Tautre des deux 
premières, et par N Tune ou l'autre des deux dernières, 
on a 

a 

Scolie JIL — Lorsqu'on doqne un arc A dont le sinus 
égale a , on peut proposer de discerner quelle est, parmi 
les différentes valeurs de x ou de j^ obtenues dans le pro- 
blème précédent, celle qu'il faut prendre pour valeur de 

Tun des deux rapports trigonométriques sin - et cos - » 

2 2 

par exemple de sin~- 

Pour résoudre cette question , distinguons deux cas: 

' A ■ • 

i®« Si fl = d: I , oh sait que la valeur de sin -* est l'un 

des deux nombres it: - (/• — /*') , et comme son signe peut 

être connu immédiatement, cette valeur sera parfaite- 
ment discernée parmi ces deux nombres. 

2°. Si a n'est pas égal à ±1, la réducliom de l'are-- 
au quadrant fera connaître immédiatement si l'on a 

sîn'-> ou <'sin'v = - (n°ô^» 
2 j{ 7. ^ ' 
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et , par suite , en vertu du scolie II , on saura si la valeur 

.A 

(le sîn- est l'un des deux premiers des nombres (i), ou 

Tun des deux derniers. De plus, cette yakur sera parfai- 
tement discernée parmi les deux nombres (i) ainsi assi-* 
gu^s, si Ton observe que son signe peut être connu im- 
médiatement, et que ces deux nombres sont de signes 
contraires. 

Scolie IF. — La lettre K ayant la même signification 
qu'au n^ 42, et A désignant un arc correspondant à l'une 
des solutions du problème: i° les arcs correspondant à 
l'autre solution, dans le cas où a = dr j, sont seulement 
ceux donnés par l'expression 

(4K^2)H4-A, 

et 2° les arcs correspondant aux trois autres solutions* 
dans le cas où a h' est pas égal à zjz i , sont respectivement 
et seuJement ceux donnés par les trois expressions 

(.4K4-a)H-hA, (4R-hi)H~A. et (4»:— i)H — A. 

44. Problème. — Les mêmes choses étant encore don^ 
nées que dans le problème du n^ 42, déterminer un 
nombre x positifs nul ou négatifs de telle soHe qiiil 
existe un certain arc A pour lequel on ait 

sin A == « et sin — = x- . 

■ 3 

Solution, ' — Supposons que la lettre K ait encore la 
même signification qu'au n*'42, et désignons par cl le 
plus petit arc positif dont le sinus égale a* 

On sait que tous les arcs qui ont même sinus que l'arc « 
sont seulement ceux donnés par les deux expressions 

2KH-ha et (2K-M)H — a, 



-2)H4-a,j 
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OU bien par les six suivantes: 

ôKHrfra," (6K-4-2)H-ha, (6K — 2)H-f.a, 

(6K-hi)H — a, (6K-|-3)H-a, (6K 

attendu que le nombre K peut être dé Tune ou l'autre ded 
trois formes 

3, 3-t.i, 3 — 1('). 

Si. Ton divise les arcs (i) par le nombre 3, il vient lei 
arcs 

2KH-t-J, (2K+i)H— (5--|V (2K— i)H4-5. + ^, 

,KH+(|-^)» (.K+,)H-Î, 2KH-(|4-|), 

qui, quel que soit le nombre K, ont respectivement pou^ 
sinus les nombres 



N .. 



sm 5^ > sin 



•"(l-l)' -»^°(|-^i)' 



Maintenant^ relativement aux trois premiers de ces 
nombres, nous ferons observer: i^ que dans aucun cas 
on ne peut avoir 

.sin5 = -.sin^3.4-3J, 

• • • 

car cela exigerait que Tuiie des deujc équations (n^ 23) 

^ a H 0^ 

^^«-^3 = ^3-3' 

I > TT « Ha 



(^ ) Nous faisons usdge ici de la notation de Leihniig pour indiquer iin> 
multiple quelconque, positif ou négatif, d'un nombre positif, et qui 
consiste à placer un point au-dessus de ce nombre. 

5 -. 
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fut satisfaite par une valeur entière positive , tiullf? ou né- 
gativç de z , ce qui est impossibJe,.et 2^ que la condition 
néces0aire et suffisante pour Texistence de l'une ou Taulre 
des deux égali tés 

. *« . /B a\ 

. /H a\ . /H x\ 

eaf: quti a sôit égal à i ou à — i^ selon qu'il s'agit de la 
première ou de la seconde de ces deux égalités. 

De ce qui précède, on peut conclure immédj a tendent, 
i^ que le nombre des solutions du problème est deux ou 
trou: deux si a = ± i , et trois dans les autres cas 5 2® que 
ai a = + I , les valeurs de x sont les deux nombres 



.a . /H a\ 

SWI3 et -810(^3+3^ 



ou bien 

■ 

sm 



, OL 'ffL <Z\ 

mj et sm(^^--j, 

selon que a=zi ou — 15 et S^'que si a n'est pas égal à 
db I , les valeurs de x sont les trois nombres 

. a . /H a\' ^ . /H. a\ 

sm-, .sm(^3.^gj et -smj^^^-j. . (,) 

Cela posé, cherchons à résoudre le problème, et pour 
cela distinguons les trois cas déjà considérés : 

i*'. Cas ou a = I , on a 

H 

oc = — , 

et, par suite, 

a . H 1 . /H. a\ .H 

sin- =.sin-^ = -9 — sm [ — -h ^ ) = — sm — =: — 1. 
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2°. Casoùvi — — ^i;ona 


- 


et, par suite > 


• 


.a .H . /H a\ 


. fi 
6 
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3^. Cas où a n^cst pas égal à dz i ; la relation connue 

K30), 

siti.SA = 3sinA — 4^^"^^, 

dans laquelle A désigne un arc quelconque , positif ou né-^ 
gatif , donne 

siDA = 3sin-^ — ^^m^^j 

A . . 

en y changeant A en ^ ; d'où il suit que les deux nombres 

a et j: sont nécessairemeni liés entre eux par Téquation 
du troisième degré 

« = 3x^4**» 
ou 

, 3 û 

x'--a:-h-^ = o. (3) 

Cette équatkm a pour racines les trois nombres (2) , et 
par conséquent elle a ses trois racines réelles et inhales : 
nous verrons plus tard (n? 134) comment oA peut la ré* 
soudre. 
. Scolie /. — Selon qu'on a 

o<«<i, ou •^t<C,a<^o^ 
il vient 

0^a<^ —9 

5. 
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et, par jsuite (n*** 8 et 17), 



o è sm ^ <; - 



ï^V 



i<.m_-)<i^s- 



et 



ou bien 



^<''"(^"^5 



H<a<3-* 
2 



<>, 



et, par suite, 



et 



Scolie II, — Lorsqu'on donne un arc A dont le Siriils 

égale a , on peut proposer de discerner quelle est , parmi 

les différentes valeurs de x obtenues dans le problème 

A 
précédent, celle qu'il faut prendre pour valéUr de sin-r» 

Pour résoiidrecelte question , on examinera quel est le 

signe de sin ^ > et cela sera suffisant si a = zii r, car on 

sait que dans ce cas la valeur de ce sinus est Tun des deux 

nombres it - et hP i , où les doubles signes sont coordon- 

Je 

nés avec celui de la valeur d= i de a. Mais sj a n'est pas 
égal à zt I , il faudra de plus reconnaître, par la réduc- 
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lion de l'arc ^ au quadrant, si ôti a, 



sinl^> ou <sm»^ = 7» 

et cela fait, en considérant les relations du scolie I/oa 
aura immédiatement la solution de la question.' 

Scolie m. — La lettre K ayant toujours la même signi- 
ficatiozi que précédemment, et Â désignant un arc corres- 
pondant à Tun^ des solutions du problème, i^ les arcs, 
corresponds^nt à F autre solution , dans le cas où a = ±: i , 
squt seulen^ent ceux donnés par les d,çux expressions 

(6Kqpi)H — A et (6Kiîl2,)H-kA, • 

dans lesquelles les doubles signes sont coordonnés a^ec 
celui de la valeur d= i de a , et 2^ les arcs correspondant 
aux deux autres solutions, dan& le cas où a n'est pas égal 
à ±: I , sont respectivement et aeulement ceui( donnés par 
les deux couplçs d'expressions^ 



I 



(6K4-2)H-t-A I . ((6R — 2)H-+-A 
(6K-|-i)H — aI ^' l{6K— ijH — A 



45. Problème, -r Calculer le sinus et le cosinus de 

f arc -S" 
o 

H H- 

Solution, — Les dçvix arcs 3-^ et 2-^ étfint supplé-. 



nientaires, on a 



^ H' Ykr 

sin 3 ^ == sin 2-^i 



OM biçn (lî*^ 30) 



^.H.,.H ".H K 

3 sm "F ~- 4 *'" F" =^ 2 âin •-- CCS -^ r 
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et , par suite , 

\ // ,H\ R 

3 — 4 ( ' — co* T / ^^ ^ ^^* T * 

H 

Si Ton fait attention que cos-p- est nécessairement po- 
sitif , on tire de cette dernière équation 

et, par sui^e, il vient 

• H , / lî I / ^ 

. Corollaire. — On a 






= 7^6—2^ = 



8 

— n-v'S 



4'" -'-- 4 



> ■ 



el 



4îOS 




H 1/ ^-*-^«*| /^ . ./^ 



= y — g — = jVio-h2V5. 



10 V 2 , Y 3 4 

Scolie, — Daiis le corollaire précédemt, la Valeur de 

sin — ' a été déduite de celle de cos -=- ; mais on peut l'ob- 
10. 5 ^ 

tenir directement, ainsi qu'on va le voir : 

Les deux arcs 3 — et 2 — étant* complémentaires, 

10 io r . ? 



on a 



, H H 

cos 3 — = sin 2— > 
10 lO 
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OU bien (n" 30) 

4, H o ^ . . H H 
COS^ i C09 = 2 9ln C05 > 

10 lO . 10 lO 

et, par suite, 

4 1 I — sin' — ) — 3 =;: 2 siD — ; ' 
\ 10/ lo' 

d'où l'on lire, en faisant attention que sin — est néces- 

- ^ lO 

sairement positif, 

. H — i-f-V5 
un — = - 7 

lo 4 

H 
Ayant ainsi calculé directement sin — 9 on en dédui- 

.10 

rait cos — > ,sin ~ et cos-t?» à Taide des formules connues 
10 5 5 



cos 
et 



H / H H . H H 

cos — = i / I — sin' — 9 sm ^ = 2 sm — cos •• — 
.• lo y 10 5 10 10 



H , H 

cos ■=■ = I — 2 sm* — 
5 10 



46. Prqblèmb. — Déterminer le sinus et le cosinus de 
chacun' fies arcs donnés par V expression 

00 

lorsquon égale n successivement à chacun des nombres 
de la suite naturelle et limitée 

I, 2^ Dy 4> • • • » ^^* 

H H 
* Solution, — Désignons , pour abréger, les ares — » -5-» 

H H H H H 11 

-r-j 7-' 7f' — ^^ jr l'cspectivement par les lettres «, 
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bj c, a, /3, y et A. On ^ait que 






sin c = 2 Vio — îî^, 

^ 2 

-1 + ^5 
siP7= 7 » 



cos 6 = - » 

2 

I-I-V5 

COS <? = — 7 ? 

4 



cos 



« = 7 V^2 



cos B = - JS , 



cos 7 = -7VIO-h2^5i 

4 

et, compie l'on a, 

A = 7 — 5A, 2A = fc — p", 3A=ra — ç, 

4A = p — 7 5A = a — p, 6A = 7, 

^A = c — 5A, 8Ài=^ — c, 9A = a — 7, 

» 

I0A=rp, HA = ^-t9A, I2A = C, 

i3A~p4-3A, i4A=.* — 7, i5A = a, 

U est évident qu'à l'aide des formules (i), (a), (3) et. (4) 
du n** 30, on pourra dé^ermimer les ^imis et cosinus de- 
mandés. 

47, Problème. — Étant donné im arc A positif et non 
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supémeur au ijuadratit, calculer successiv^ement le sinus 
et le cosinus de chacun des arcs de la suite indéfinie • 



— :5 — rJ — rJ -r? • • • > 
2' 2* 2* 2* 



(') 



connaissant simplement cos A ou sin A. 
Solution . — Ppsons 

^2 (l -+- COS A) ou 2 COS -r = Ri, 

2 (V' 1 -f- sip A — v^i — sin a) ou ^ûïi—^=. S, , 

et formonj^ les deux suites indéfinies de nom|3rcs 

Rij Ra , R3 , r\.( y • • . , 

dans lesquelles les termes de rang n , R„ et S„ sont donnés 
par les deux foi'mules 



R^ = v^2 -i- R„_, , s„ = y4 H- s„«, — v'4 — Sn^; • 

• Si , dans les deux relations , 

/— ? r A 

V^ (ï H- cos A) = 2 COS - ? 
• ' .2 

2(^1 H- sin A — \/i — sin a) =^ 4sip^ï 

A 
on remplace successivement Tare A d'abord par t-ï puis 

par. chacun des arcs de la suite (i) , il vient 

V'^ -I- R, ou R.3=2cos--î 

2' 



^^4 -+- S, — v^4 — s, on S, == 4 «n — î 



V^2-+- Rj où R3— Sicos— ^ 

A 

V'^-f-S.— V^4-S. ou 83 = 4 sin -5 
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et, sans poursuivre plus loin ces calculs,' on voit que si 
l'on désigne par' m un nombre entier positif plus grand 
que l'unité, on a 

/ ï; — « ' A 

V^ -»- I^«-i ^" Rm = 2 ces — 9 

2 

I 

.^ \ 

V^4 -^ S«», — ^^4 ^ S«,_, ou S«=4«"n-^' 



doù 



A i' .A I _ 

ros -- = - R« et sin — - = -7 S^. 
2"' 2 2" 4 



Ces deux dernières formules étant établies, les relations 
connues 



V- 



A 

— ces 

sin — 

2™ T 2 



C<)S 



Ai// .a / . A \ 

— =r- I 1/ 1 H- sin ; +i/ I — sin-—- U 

2'" 2\V a"'-' V - 2*-7 



donnent les deux autres formules 

= - \/2 — R«,^, 



. A 

sin — 

2'" 2 



et 

A 



cos 



r;: = 7 (v^4 + s„_, - v/4-s«-,). 



Comme pour calculer les nombres R,„ et S»», ou R,„_i . 
<ît S,„_i , il sui&l de connaître cos A pour le premief 
t;t sin A pour le second, il en résulte que le problème 
proposé est résolu. 

LIMITES DE CERTAINES FONCTIOWS CIRCULAlRfiS SIMPLES 

ou COMPOSÉES. 

48. Théorè:me. — Si ton désigne par a un arc positij 
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moindre que le quadrant , an a 



"n«<g<*angav 



Démo nsl ration, — On a 

tx 2 « <;] a a, 



d'où 



et comme (n"8) 



il vient 



-Gaa 
R 


< 


a' 
*R* 


G 2a 
R 


= 2 sin a , 


, sin a < 


a 

r' 



. Maintenant, si Ton se reporte à la figure du n° 2, et 
que Ton suppose Tare AM être l'arc a dont il s'agit ici , 
on a 

Vi 

surface du triangle. . . AOS = AS. — 9 

° 2 

R ^ 

surface du secteur cire. AOM == a.— 5 

._ • '2 

et comme la première de ces deux surfaces est évidem- 
ment plus grande que la seconde ^ il vient 



d'oii 



ou 



c'est-à-dire 



AS>a, 



AS a 
R>R' 



tanji;a>^ 



Donc, etc. 
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49. Lemme, — Si Ton désigne par a un arc infiDi- 
ment petit (^), positif, ou négatif, et par Kun nombre 
entier. positif ou négatif, différent de Tunité, le rapport 

sin Kqe 

sin a 

tend paV des augmentations successives vers le nombre ^ 
comme limite. 

Démonstration. — La relation 

sin K » = sin (K — i) a ces a •+• cos (K — 1 ) a sin a 

donne 

sin K a sin ( K — i ) a , ,, 

— : = î— ; '— co^ a -h cos ( K — lia; 

sm a sm oc 

d'où Ton conclut immédiatement que si le théorème 
énoncé est vrai pour une ceriaine valeur de K, il est 
également vrai pour cette valeur augmentée de l'unité. 

Or, le rapport — ^ étant égal (n° 30) à 2 cos a, il est 

évident que le théorème énoncé est vrai pour K = 2 ; 
donc il est vrai pour toute valeur entière et positive de K 
supérieure à l'unité. 

Corollaire, — Les mênies choses étant posées que dans 
ce théorème, le rapport 



sm a 



tend par des diminutions successives vers le nombre =- 



( • ) \]\\e quantité infiniment pùtite, ou un infiniment petit, n'est au^re ohose 
qu'une quantité variable qui tend vers zéro comme limite. 
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comme limite, car si Ton pose — a ==t a\ on à 

Jv 

sih =7- a 

K I 



sm a 



/sin Krt' 
\ sin a' 

Scoli'e. —Le théorème précédent est susceptible d'une 
plus grande extension, aussi y reviendrons-nous dans les 
exercices qui seront proposés plus tard. 

• 30. Th éorème. — Si Von désigne par a un arc positif et 
infiniment petit [sa "valeur initiale est supposée moindre 
que le quadrant) y le quotient 



Sin a 



tend par des diminutipns successives vêts te rayon R 
comme limite. • 

Démonstration. — Soient a' et a" deux valeurs succes- 
sives de « ^ et supposons (Introd., n° 26) 



r 

Il ** 

a =-, 



K étant un certain nombre entier positif. 

Déplus, en vertu du corollaire du lem me précédent, 
on a évidemment 



a'. 



ou'bîen 



sina' -^k' 



Sin a' a 



T>-r^ 



d'où l'on tire 



sin a a 



a a 



'r ^ „:,. \ii' 



Sin a sm a 
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Celte deiliière relation indique que le quotient -. — 

^. * * sin » 

diminue de plus en plus , et que par conséquent il tend 

vers une certaine limite. 

Maintenant , des relations déjà établies 



on lire 



»in a < -j < fang «, 



K<^^<-^^ 



sm a cos a 

et comme R est évidemment un infiniment petit, 

cos a 

il en résulte que R est la limite de.-^^ 

* sina 

51 . Théoîièmé. — Si Von désigne par a un art positif 
îtioindre que le quadrant y on n. 



ff-''"'<g(îy* 



Démonstration. —On sait quon a 



sm a = 3 sm ^ — ^ A sm=^ -= j 
o 6 



et comme (n** 48) sîn ^ en <; —-- , il vient 

sin a > 3 sin Z_ / ^ ) . 

t ■ 

Si, dans cette dernière relation, on remplace l'arc et 
successivement par chacun des arcs de la suite limitée 

a a a . a • 

3» 5;' 35'--' 3-.' 
où M désigne un nombre entier positif quelconque, on 
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obtient n autres relations qui, étant multipliées respecti- 
vement par les puissances 

et ajoutées ensemble, membre à membre, donnent 
et, par suite, 



Rsin 



3*^' 2 • * ^ 4 /' ï * 



— 3<iin:r<-î: --+-—, -f- — 4-... -h 






m 



Maintenant, supposons que le nombre entier positif n 
croisse indéfiniment : la dernière relation qui vient d'être 
obtraïue ne cesse pas d'avoir lieu, et comme ses deux 
membres tendent respectivement vers les deux nombres^ 



4-3sin|(n<'»0) et -^{~\ 
R 3^ ' 2.29 \^) 



3 
9 



comme limites, il en résulte que le premier de ces deux 
nombres ne surpasse pas le second. De plus, comme 
on a • 

, . a 4 /a\3^ . 

^*^"3-i^U/ <'"""' 
il vient 

'^■■i-^(s)"-(5-«"i)<"«-.rV,(B)'. 

ou bien 

• R ^\î?.7 2,27/VR/ 6\Ry 

Donc,. etc. 
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Corollaire» -— Coniine on a 






2 ^2R 

la relation connue 

ces a = I — 2 sin' - 
donnfe 



I 



-K^y'^*'"''"<'"'[A~^(Ày] 



ou bien 
et à fortiori 

> 

Scolie. — Les mêmes choses étant posées que dans le 
théorème précédent, si Ton voulait se borner à établir la 
relation 

^-sina<i(j) 

on pourrait procéder de la manière suivante : 
La relation connue 



a 



donne 



Rtang->- 



sm - > — — ces - i 

1^ 2R 2 



et, multipliant les deux membres de cetl(2 dernière mégâ- 
lité par a Cos ->.il vient 

a a 

sin a'> -^cos^-î 
R 2 



oii hïen 



PREMILHE PARTI!?. Si 



siria>^ ( I — sih»- ]i 



et, à fai*tiorî, 
d'où Ton tire 

On yérrsLit^ par suite, en se modelant isiir ce qtti a été 
fait dans le corollaire précédent^ qu'on a 

et^ à fortiori, 

-"<-î(î)'-4(î)'- 

MESURE SPÉCIALE DES ÀRÉS. 

S2. Dans tout ce qui a été dit jusqu'ici de là théorîcf 
des fonctions circulaires, les arcs ont été supposés, 
d'abord rectifiés, et ensuite mesurés comme le sontordi-» 
nairement toute» les lignes droites; mais comme dans les 
applications pratiques de cette théorie ce procédé d'éva- 
luation n'est pas le plus commode, nous allons faire 
connaître, dès à présent, celui qui est généralement en 
usage. 

On considère la circonférence du cercle C comme di- 
visée en autant de parties égales appelées secondes^ qu'il 
y a d'unités dans le produit i . 2 . 3 . 60* ( = i 296 000) , 
et l'une quelconque de ces parties est prise pour unité 
de mesure des arcs. 

Par suite de l'adoption de cette unité linéaire , lame-' 

6 
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sure des arcs peut s'effectuer absolument comme celle des 
lignes droites , et sans être obligé préalablement de recti- 
fier ces arcs. 

La- longueur de la seconde et sa courbure qui est la 
même en chacun de ses points, sont deux choses qui 
varient avec le rayon R des arcs à mesurer. 

Tout arc de 60 secondes a été appelé une minute^ et 
tout arc de 60 minutes a été appelé un degré. 

Les degrés , minutes et secondes syndiquent respecti- 
tement par les signes ®,',". Ainsi, selon qu'on veut 



désigner 



24 degrés, 24 minutes ou 24 secondes. 



on écrit 



et 



24", 24' ou 24". 

Û'après ce qui précède , on a 

2 H = 360»* = 2 1 600' = 1 296000", 
H r= i8o« = 10800' =648000", 

— = 90*= 5400'= 3?4ooo"» 

-yz=: 45^=2700' =162000", 

4 

1*^ = 3600". 



53. Lorsqu'un nombre entier ou décimal est rapporté 
à la seconde comme unité, il est d'usage de remplacer sa 
partie entière par le plus grand nombre de minutes 
qu'elle renferme et par le nombre de secondes qui sert à 
compléter ce iipmbre de minutes. De plus, lorsque cette 
transformation a été effectuée, s'il arrive que le nombre 
des. minutes surpasse Sp, il est encore d'usage de décom- 
poser ce nombre de minutes, en degrés et minutes, abso- 



PtlEMIÈnE PAUTIE. 83 

Itunent comme la décomposition du premier nombre de 
secondes a été faite en minutes et secolides; 
Ainsi , par exemple , Tare 

63i89",d7 (k) 

s'exprime comme il suit : 

i7»34'49>7- (i) 

On peut voir aux pages 17 et 18 des explications préli- 
minaires qui précèdent les Tables de Logarithmes de 
Callet, comment 9 à Taide de ces Tablei, Un arc étant 
exprimé sous l'une des dieux formes (i) et (2)^ on peut 
l'exprimer très-promptement soûs l'autre de ces deux 
formes. 

54, Si Ton désigne par r le rapport de la demi-circon- 
férence H à un arc positif quelconque, et par A la lon- 
gueur de cet arc exprimée à Taide de la seconde pour 
unité de mesure, la relation évidente 



ou 



648oob" 

^=— X-' 

permet àiè calculer A connaissant r^ et réciproquement. 
Ainsi , par exemple , si 

r = 7r = 3,i4i59 26535. . . , 

on trouve ^ à un millième de seconde près , 

A = 206264", 806 = 57« 17' 44", 806 ('). . 



(*) Cette valeur (Iàt A ejvt approchée pardéCant. 



6. 
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ICÉTHODES ÉLÉMENTAIRES POUR CALCULER LES SINtTS tt 
COSINUS DES ARCS POSITIFS MOINDRES QUE LE QUADRAHT 
ET MULTIPLES DE DIX SECONDES 1 

S5. Problème. — Déterminer le sinus et le cosinus 
de l'arc de ,io secondes. 

Solution. — Si l'on désigne par. rie rapport entre l'arc 
de lo secondes et le rayon ïl du cercle, on sait (n^* 48 et 
SI ) qu'on a 

/- — -^<sin io"<;/: (i) 



et 



I < cos 10" < I h-r* ( 2 ) 

2 2 lO 



De plus, la relation évidente 



r lo" lo" 



.ir "^ iBo» 648000" 64800 

dionne 

3,14150265358970... / Q/O ^ HQ 

r= .J~-i — ^Wor — ^^^ = 0,00004 84818681109. .., 

pu siiiiplement 

et, pai* suite ^ 

- == 0,00000 0001 1 76221 5269. . . , 

i — ^ ==r o ,99999 99988 24778 4730 ... , 



4^2.10'^ 16 •*2.I0'« 

Maintenant, si l'on observe que des relations (1) et (2) 
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on tire 






COS 1 



«•-(-î)<-^^-(— r)=^' 

on en conclut immédiatement que l'on peut écrire 

gin lo" = 0,00004 84813 681 , 

COS 10"= 0,99999 99988 24778 473, 

et que ces valeurs de sinio" et cos lo'' sont respective- 
ment approchées aux fractions près j^ et — ^> la pre- 
mière par excès ou par défaut, et la seconde par défaut. 

Scalie. "— Le sinus et le cosinus de Tare lo secondes 
étant connus, on pourra déterminer successivement, par 
suite de ce qui a été dit au corollaire U du n^ 30, les sinus 
et cosinus de tous les multiples de cet arc ; mais comme il 
existe d'autres procédés beaucoup plus avantageux, et en 
même temps élémentaires, pour arriver au même but, 
nous allons les indiquer. 

56. Problème. — Déterminer les sinus et cosinus de 
tous les arcs fie lo en lo secondes , depuis 20 secondes 
jusquà 45 degrés. 

Solution, — Les formules de Thqmas Simpson (n® 35) 
donnent 

sin ( /» -H I ) 1 o" = 2 COS i o" sin m, 10" — sin (//t — 1)1 o" (1 ) 

et 

cos(of -H- i) 10" = 2cbs io''cos/w. 10" — cos(w-r- i) 10". (2) 

Si , dans ces deux relations , on égale m successiveinen^ 
à chacun des nom^i'es de la suite naturelle 

\, 2, 3, 4>^*> >6»99* 
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il vient . 

.«in 20" = 2 cos I o" sin 10", 

• cos 20'' =r 2 cos' 10" — I, 

sin 3o'' == 2 cos 10" sin 20'' — sin io'% 

cos 3o" r= 2 cos I O" cos 20*^ — ' COS I o", 

et comme sin lo'' et cos lo'^ ont déjà été calculés, ces 
dernières formules fourniront , de proche en proche , les 
sinus et cosinus demandés. 

Scolie /. — Les calculs qu'entraine.la méthode précé- 
dente pour la détermination des sinus et cosinus des arcs 
%çl\ 3o", . . . , peuvent être simplifiés 4e la manière suir 
vante. 

Désignops par A le produit 2(1 — cos 10'^), On a 

2 cos 10"= 2 — 4, 

et, par suite, les formules (i) et (2) peuvent ^tre rempla- 
cées, parçelles-ci : 

sin ( /» H- I ) I o" — sin //ï . I o" 
= sin m . 10" — sin (m — 1) 10'' — A sin /;/ . lo"', 

ços(«i-t- ï^" — ços«i.io" 
= ços m . \o" — cos [m — i) lo" — A cos m . 10''. 

D'après cela, et en se rappelait que sin ip''etco? 10'' 
ont déjà été calculés, on voit immédiateinent que si Ton 
a effectué le produit de A par chacun des chiffres 2,3, 
4 > 5, 6, 7, 8, 9, on pourrir ensuite, par le secours seul 
^s deux premières opérations arithmétiques^ calculer, 
de proche en proche, les différentes fonctions, circ^lai^ea 
de chacune des deux suites. 

$in 20'' — sin 10", sin 20", sin 3o* — sin î».o", sin 3o", . . . , 
ços/20" — ços I o", cos 20", cO> 3o/' — cos 20", ços 3o", ... 
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Quant au nombre A, il est aisé de voir que sa valeur 

approchée par défaut à la fraction près -^ est 

à = o y 00000 oooaS So^^ o5. 

Scolie II. — Lorsque parmi les sinus et cosinus qu'il 
s'agit de calculer dans le problème précédent, on a 
obtenu tous ceux des arcs qui n'excèdent pas 3o degrés , 
on peut obtenir tous les autres par la soustraction seule- 
ment, attendu que si Ton désigne par A un arc quel- 
conque positif ou négatif, on a les relations générales 

sin (3o" -4- A) = cos A — sin (3o° — A ) 

cos (3o® -+- A) =r ces ( So*» — A) — sin A. 

Scolie III. — Lorsque , par l'un des procédés indi(|ués 
précédemment, on calcule successivement les sinus et 
cosinus des arcs positifs, multiples de 10 secondes et 
moindres que 4^ degrés, on peut juger, de temps à autre, 
quel est le degré d'approximation obtenu dans les résul- 
tats, en 4yant ég^rd aux valeurs qui ont pu être cal- 
culées au n^ 46, pour plusieurs de ces sinus et cosiniis. 

Scolie IF. — Lorsque , parmi les sinus et cosinus de 
tous les arcs positifs, multiples de 10 secondes et moin- 
dres que 90 degrés, on connaît ceux des arcs qui n'excè- 
dent pas 45 degrés, on à', par ceU mêmie, tous les autres; 
car si l'on désigne par A un arc compris entre 45 et 

90 degrés , on a 

o <9o"— A<r45", 

et par conséquent cos (90^ — A) ou sin A et sin (90° — 4) 
ou cos A sont connus. 

TABLES TRIGONOMÉTRIQUES. 

57. Comme dans les applications numériques de la 
théorie, des fonctions circulaires on opère toujours par 
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logarithmes, on a formé des Tables où se ti*ouvent ins- 
crits les logarithmes des sinus, cosinus, tangentes etço- 
tangentes (*) de tous les arcs positifs , multiples de lo se^ 
condes et moindre» que 90 degrés. 

La formation (') élémentaire de pareilles TaMes,, 
lesquelles sont ordinairement appelées Tables tiigono^ 
métriques^ est une conséquence immédiate de ce qui a été 
dit dans le paragraphe précédent et des pioc^dés indiqués 
en arithmétique pu en algèbre pour calculer les loga-r 
rithmes des nombres. 

Relativement à cette formation, nous ferons observer 
que quand on a obtenu le logarithme du sinus et celui du 
cosmus d'un certain arc positif A moindre que 90 degrés^ 
ou peut avoir, presque de suite, l^s logarithmes de la 
tangente et de la colangenle de cet arc, attendu que les 
relations (2) et (4) dun°25 donnent 

log lang A. == log sin A -t- ^ ( — log ces A ) 
el 

log cot A = log cos A -f- ^ ( — log sin A). 

58. Parmi les différentes Tables trigonométriques qui 
ont ét^ publiées jusqu'à ce jour, les meilleures et les plus" 
répandues en France étant celles de Callet^ nous suppo- 
serons dorénavant que le lecteur les ait entre les mains , et 
comme daqs l'Introduction qui les précède , on trouve , 



^') Dans ces Tables, il n'est fait aucune mantioa des sécantes et cosé- 
«antes , parce qu'elle» ne sont jamais considérées dans les appTications 
ntimériques. Du reste, par suite des relations (3) et (5) du n^ 2^, leiurs 
logarithmes sont respectivement égaux et de signes contraires à ceux des 
cosinus et sinus. ^ 

(') Des méthodes plus avantageuses que. celles qui se trouvent indi- 
quées ici ont été suivies poqr la formation des diverses Tables trigono- 
métriques publiées jusqu*à ce jour; nous ne les ferons pas connaître ici, 
attendu qu'elles exigent des connaissances de l'analyse infinitésimale. 
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aux pages 3ô et suivantes, toutes les explications uéces- 
saircs quant à leur disposition et 'k leur usage, nous enr- 
trerons ici dans peu de développements à cet égard. 

Pqup éviter les logarithmes ^ caracléfî s tiques néga- 
tives , les Tables de Callet contiennent les logaritlimes des 
siftus et des cosinus augmentés de lo unités, et la même 
chose a lieu pour le logarithme de la tangente ou de la 
cotangented'un arc, selon que cet arc est plus petit ou 
plus grand que 45 degrés. 

Si l'on désigne par A et B deux arcs quelconques, 
positifs ou négatifs , on a 

log tang A = — log cet A , log ijing B = — log cot B , 
et, par suite , 

log tang A — log tang B = log cot B tt? log cot A . 

Celte dernière -relation montre pourquoi, dans les Tables 
de Callet, nn^ seule colonne 4 suffi pour indiquer les 
différences entre les logarithmes des tangentes et celles 
entre les logarithmes des co tangentes. 

59. Les Tables trigonométriques servent à résoudre 
les deux problèmes suivants : 

Problème I. -^ Un arc pQsitiJk , moiiidre que 90 de^ 
grés y étant donné, déterminer direoteinent le loga-r 
ritlune de chacun des auatre . rapports trigonoiné' 
Uiqi^es 

aipA, cosA, tang A et cot A-, 

Solution. — Ce problème comprend deux cas : 

i^. Si Tare A est l'un de ceux qui sont inscrits dans 

les Tables, il suffit alors de connaître ia disposition de 

ces Tables pour avoir de suite les logarithmes demandés. 

2?, Si Parc A ne se trouve pas inscrit dans les Tables, 



OO THÉORIE DES FOKCTIOJNS CIRCULAIRES. 

on a 

r 

A = un multiple de lo'^ 4- a, 

a étant un certain nombre entier ou décimal , moindre 
que lo, et rapporté à la Seconde comme unité. 

Pour calculer log sin A et log cos A , on commence par 
chercher , dans les Tables, les logarithmes des deux raÇ- * 
ports trigonométriques 



sin(A — tf) et cos (A — « -f- jo"), 
ainsi que lés deux différences 

logsin(A — a-h ïo")— logsin (A — rt) (i) 

et 

logcos(A — û) — logcos( A — - « 4- lo"), (2) 

r 

ce qu*elles fournissent immédi^itement. 
Cela fait, on pose 

log sin A = log sin ( A '^ rt ) -f- j: , 

log cos À = log cos ( A — a -\' xo")-^ Xy 

ot l'on détermine les deux nombres a: et j" à l'aide des 
proportions ^ 

a X 10" — ft ' y . ' 



où A et D désignent respectivement les différences (i) 
et (2). 

Quant à la détermination des deux autres logarithmes 
demandés 9 nous nous bornerons à faire observer que ce 
qui vient d'être dit doit être considéré çomirie subsistant 
si 1 on y change les signes sin et cos respectivement en 
tang et cot, 

Scolie, -^. Relativement à ce qui vient d'être établi, 
si l'on désigne par a le nombre entier ou décimal qui est 
éfçal au rapport de Tare a l\ Tare de % seconde, on pent 
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écrire . ■ , 

œ =z — a et r = — (lO — a), 

de sorte que le calcul de chacun des deux nombres x et 
y se réduit à multiplier un nombre décimal par a ou par 
le complément de a. 

Par suite de cette remarque, pour déterminer Tune 
quelconque des quatre inconnues du problème précédent, 
par eicemple lé logarithme de sin A, il est d^ usage, dans 
la pratique, d'ajouter au logarithme de sin (A — a) , les 
produits partiels ( ^ ) obtenus en multipliant successive- 
ment le nombre décimal équivalent à — ? par les valeurs 
relatives des différents chiffres de a. 

Application numérique, — En admettant, dans le 
prùblèncie précédent , que l'on ait 

nous allons présenter ici le type du calcul qui conduit a 
la détermination de chacune des inconnues de ce pro- 
blème. 

i<^. Calcul de log sin A : 

Ipg sin 57** 1 7' 20'' = 1 , 9260066 , A = 1 35 unités du 7* onlfe 

3" ....... 4^ ,5 déciiQal. 

o%8...:... 10,8 



log sin A =1,9250107. 



(^) Ces produits partiels peuvent être formés assez vite en recourant 
aux Tables des parties proportionnelles, qui précèdent immédiatement l<% ' 
Tables triçonooiétriques de Callet. 
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2°. Calcul de log cos A : 

* log cos 57'» 1 7' So*' = 7, 7 326854 , D = 328 unités du j» ordrp 
pour — 6'' ...... 196,8 décimal. 

pour — o",2.,. .. 6,56 

log cos A == 1 ,7327057. 

3°. Calcul de log tang A ; 

• 

log tang 57^ 17' 20"= 0,1922875, ^ = 463 unités du 7* ordre 

pour 3" i38,9 décimal. 

pour o",8 37,04 

■ ' .1111 ■ .1 I iH 

log tang A .... =0,1923051. 

4"*. Calcul de log cet A : 

log cot 57" 17' 3o" = 1 ,8076662 , D =: 463 unités du 7* ordre 

pour — B" 277,8 • décimal. 

pour — o",2 9*26 

log col A =1 ,8076949. 

PaOBi^ÈME II. — .Étant donné le logarithme L d'un 
sinus, d'un cosinus, d'une tangente ou dune colan- 
gente (ce nombre L doit être négatif s* il est le loga^ 
rithme d'un sinus ou d^un cosinus^ dans les deux autres 
cas, il peut être positif ou négatif)^ déterminer Varc 
, positif X^ moindre que 90 degrés , auquel correspond 
ce logarithme. 

Solution, — Supposons que le nombre L soit donné 
coipme logarithme d'un sinus, et distinguons les deux 
cas suivants : 

i". Si le nombre L est Tun des log sin inscrits dans 
les Tables, il suffit alors de connaître la disposition de 
ces Tables pour avoir l'arc demandé. 

2". Si le nombre L ne se trouve pas parmi ces log sin^ 
il en existe alors deux consécutifs, Lj et L, , entre lesquels 



phemière pàhtie.* ^3 

il est compris, et comme ces deux Ib^.v/W correspondent 
a deux arcs positifs, moindres que 90 degrés, lesquels 
sont inscrits dans les Tables , on peut supposer ici que Li 
corresponde au plus petit A de ces deux arcs. 

Maintenant, désignant respectivement par x, D et û 
les différences X — A,L — Li et Li — Li (cette der- 
nière se trouve indiquée par les Tables elles-mêmes) ^ on 
détermine x à Taide de la proportion 

D"" X ' 
et , par suite , on a 

X = A H- 10 -*• 

Si Ton change, dans ce qui précède, le signe sin en 
cos^ tang ou co/, ou a la solution du problème pour le 
cas où le nombre L est supposé être le logarithme d*un 
cosinus , d'une tangente ou d'une cotangente. 

Applications numériques. — En admettant, ddns le 
problème précédent , que le nombre L ait successi veillent 
pour valeur chacun des nombres 

• * 

i,9a5oio7, 1,^327057, o,i923o5t, '1,8076949» 

et qu'il désigne le logarithme d'un sinus, d'uô cosinus, 
d'une tangente ou d'une cotangente, selon qu'il égale le 
premier, le second , le troisième ou le quatrième de ces 
nombres , nous allons présenter ici le type du calcul qui 
conduit à la détermination de l'arc inconnu X. 

!<>. L = 1,9250107 = log sin X: 

i^g25oo56= k>g sin 57® 17' 20", A = i35iinif.du7«ord.dec. 
pour ^5! 3", 8 D =.5i /V/., 

L. . . =:logsin57«^i7'23",8. 
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2**. L = 1,73270317 =logcosX: 

1 ,7327182 =r log cos57°^i7'2o", A :;= — 328 unit, du 7* ord. déc. 
pour — ! 25 . • 3",8 D = — 1 25 id.^ 

L. . . =logcos57*»i7'23",8. 

3**. L = o,i923o5i = loglangX : 

0,1922875 = log ung 57° 17' 20", A=r4^3unit. dû7'ord. déc. 
pour 176 3",8 0=176 id., 

L. . . = loglang57'»i7'23",8. 

4". L =: 1 ,8076949 == log cotX : 

7,807 7 125 = log cet 57° 17' 20", A=: — 463 unit, du 5* ord. dà*. 
pour — 176 3",8 D = — 176 /flf., 

L... =logcol57"i7'23",8. 

■ Scolie. — La sQlutio^ de chacun dés seconds cas des 
• deux problèmes précédents repose sur un principe que 
l'on peut énoncer en ces termes ; 

Si Von désigne par A , B , C trois arcs positifs moindres 
que 90 degrés^ et satisfaisant aux relations 

A>B>C, A — C<io% 

• on a la proportion 

log sÎD A — Idg sio c A — C 

log sin A — logsin B A — B 

dans laquelle on peut changer le signe sin en Vun quel- 
conque des trois autres cos , tang et tôt. 

Ce principe n'est pas parfaitement exacte mais, ainsi 
qu'on peut le faire, voir à l'aide ae considérations em- 
pruntées à l'analyse infinitésimale, il conduit, dans la 
pratique , à des approximations suffisantes. 
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CONVERSION D^S EXPRESSIONS MATHÉMATIQUES A I^A FORME 

LOGARITHMIQUE. 

60. Lorsqu'une expression matliématique et nuoLérique 
est présentée sous la forme d'un rapport entre deux pro- 
duits de {>luLsieurs facteurs monômes, Tun de ces produits 
pouvant simplement être égal à Tunité, on dit qu elle est 
logarithmique^ parce que, pour en obtenir la valeur, il 
suffit, con^me on sait, de connaître les logarithmes des< 
nombres obtenus en prenant positivement tous les fac- 
teurs qui la constituent. Dans le cas contraire, on dit 
qu'eiZe n^est pas logarithmique. 

Ainsi ^ des deux expressions égales 

sin(A-f-B) 

ces A cosB 

et 

rangA-f-tangB, 

qui ont été considérées aun° 36, la première est logarith- 
mique , et la seconde ne l'est pas. 

61 . Problème. — Rendre logarithmique la somme ou 
la diff'é^rence de deux nombres positifs quelconques a et i, 
le second étant moindre que te premier. 

Solution. -— Parmi les procédés assez nombreux qui 
peuvent être employés pour résoudre ce problème géjiéral, 
nous nous bornerons à indiquer les trois suivants : 

Le rapport - peut être considéré comme le cosinus, la 

tangente, ou le carré de la tangente d'un certain ^rc po- 
sitif moindre que-90 degrés, c'est pourquoi nous poserons 
l'une des trois égalités 

b b b . 

-=:cosw, -rr^rangç, - = tatigH, 
a n a 
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et, par suite, çn observant que 

a4-^ = «(i-+--)? « — i = drf.i— - 
îl viendra 



b> 



n + ^ == « ( I -h cose0 ) = 5 fl cos' - 9 

2 



/ï — b = aii-^ co8o>)) = 2fl sin' — > 
^ ' 2. 



ou bien 



^ *^' cosy ^ COS«p 

... , CCS©— rsia» ,-*cos(45°+<p) 
fl — 6 = fl I — tane t ) = a — ^ ^- =a J2 — — ' 

ou bien encore 

fOS' Y 

fl — © = û ( ! — tang' \L ) = a î • 

cos*^(< 

Corollaire /. — âi , âj , a» , ^4 , . . . , a„, jetant m nom* 
* bres tous positifs ^ si l'on pose 

«I rh ^a =; A| , 



bm-it-h «m= ^»_i j 



on pourra successivement rendre logarithmiques les pre- 
miers membres de ces diverses égalités, et par conséquent 
la somme 

qui n'est autre que le n^ombre &,„_i, sera rendue logarith- 
mique* 
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Corollaire II. — a,, ^i , //, , . . . , a,„ , ft,, A| , ij , . . . , 
&„ étatit /n-f- n nombres tous positifs, on pourra rendre 
logarithmique chacune des deux sommes 

«I -h «2 -H «3 4- . • .-+-««» 
^1 -h ^a 4- ^3 -f- . . • H- htti 

et^ par suite, il en sera de même de la différence entre ces 
deux sommes. 

PROPRIÉTÉS TELATIVÈS AUX ÉQUATIONS ALGÉBUIQUES 

DU SECOND DE(;Ré. 

62. Théorème. — a et b étant deux nombres quel- 
conques^ le premier positif ou négatif, et de second po-^ 
sitij\ si Von désigne par x' et x^' les deux racines de 

V équation algébrique du second degré 

» 

JT-H- rtx — ^ =^ o, (i) 

M, la seule inconnue x , et par to le plus petit ai^c positif 
saiisjaisant à la relation 

rang^w = =^, (2) 



on a 



- w - w 

a/=^'tang- et .r" = ~^'cot— (3) 

2 jt 



Démonstration. — ^La relation (2) donne 



tf' 



(i") h ^-^^ /a' \ , 

_V1_^ = — = —^ =: ( -. 4- ^ ) CCS» W, 

I tang'fid i+taDg^éo \4 / 



d'où Ton tire 



2 sinw y 4 ^^^ 



— ï 
ta 
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et comiTie 






il vient 



x' =zb^ — ; = b^ tanc- 

sinw 2 



et 

x" =: — 6 ' ^.- == — ^' col -. 

sm b) 2 

DonC) etc. 

jépplication numérique. — Etant donnés 

logn = 2,9143267 et log ^ =: 3 , 0054924 , 

calculer^ à l'aide des Tables trigonomêlriques , 1rs deux 
racines x' et x" de V équation { 1 ) . 
On a 

a, 60205999 

2log langw = log4 4- log^-h ^ (— 2logfl)= ^4-3,00549^4 

6,1713466 



ou bien 2 log tangw = 3 , 7788990 

et log langw = 2,889449^» 

d'où 

w = 4°25'59",o4. 

Maintenant les relations (3) donnent 

log.r'= - logé -h log tang ~ =r { J ' '^ J = o,ooc5i44 
2 ^ ^ ^2 I H- 2,5875682! , -" 

et 

2 \ 2/ (4-|,4i223l8) 

d'où 

.?:':= I , 23 1 7 26 <'t .r" = — 822 , 2009. 
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63. Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 
dans le théorème précédent, et le nombre b étant moindre 

que y-t si Von désigne par x' et x" les deux racines de 

V équation algébrique du second degré 

x^~^ ajr -^ b = Oj (i) 

à la seule inconnue Xy et par (ù le plus petit arc positif 
satisfaisant à la relation 

sin'« = i^i (à) 

on a 

.1^' = ~ ^ MaiîL' - et x"=: — bKot-' (3) 

' 2 2 

V 

Démonstration. — La relation (2) donne 

I sin^ u I — sin' &> ces' &» 

d'où Ton lire 



( . iZi .1 



f = iv^, t/l-^^i^*^" 



2 sin w ' V i siri w ' 



et comme 



11 vient 

^ = — b^ — . = — b^ tang- 

Sm b> 2 

et 

// »4 I -t-COSw .-j ^w 

0:"=: — ^' ; = — b COt-. 

sin G;) 2 

Donc 5 etc. 



1 
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Application numérique. — Etant donnés 

ïog a = 3 ,0678463 et log ^ = i , 7860984 , 

calculer j à Vjaide des Tables trigonom étriqués^ les deux 
racines x' et x" de l'équation (i). 
On a 

2 log sin w = log 4 -h log 6 / 0,60205999 

-h4(— 2logfl)= I H-i, 7860934 

7,8643174 



ou bien 2 log sin w = 4*^524708 

et U>gsinw=:: 2,1262854; 

d'où 

r.> = o«45'58'S5i. 

Mainlenaiil, les relations (3) donnent 

I w ( 0,8980467 ) . - 

log (_ x') = - log * + log tang- = j ^- g;^5^^^3 j = ,,,,827.0 

et 

Iog(_x") = i log 6 +t (- log tang ^) = j ^ "^^^J^^'^ j = 3,0678224, 

OU 

jar' =2 — 0,0522722 et x"= — 1169,021. 



USAGE DES TABLES TRIGONOMÊTRIQUES POUR LA RÉSOLUTION 
DE CERTAINES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES. 

64. ProbIème. — Résoudre l'équation 
82 sin T -f- 247 cos X izr — 1 2 , 

ayant le seul arc x pour inconnue. 

Solution. — Si l'on désigne par co le plus petit arc po- 



PRKMIKRE PARTIE. lOI 

2 An 
sîiif dont la taugeiile égale -^9 on trouve, en faisant 

usage des Tables trigononi étriqués, que 

« = 82» 37' 5", 45. 

De plus , comme Téquation proposée peut être rcmpla- 
ree par la suivante 

3 
sm X 4- tang «j cos x = -— ^ » 

o 

ou bien par- celle-ci 

sin (.r -4- «) 3 

ros w 8 

il vieul 

... . , , ^ ( r,io88386 

log sin ( — .r — «) = lop, ces &) + log 3 ^ 

1 ,09691001 



OU logsin(--.r — «)==: 2,6828699, 

et comme les Tables Irigonomélriques donnent 

2,6828699 = log sin (2«45'4i",76), 

il est aisé de conclure que toutes les racines de l'équation 
proposée sont les diverses valeurs que prennent les deux 
expressions 

2KH — (85°22'47",2i) et (2K-f-i) H -(79"5i'23",69), 

en y égalant K successivement à chacun des termes de la 
suite indéfinie 

• • • • y "^ > ~~" 2 , — I, o, I» 2, ô y • » * 

Ces deux expressions peuvent cire remplacées respecti- 
vement par les deux suivantes : 

(2K -hi) Il 4- (94^37' 12", 79) et 2RH -f-(ioo"8'36",3i). 
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65. Problème. — Résoudre Féquation 



658 



tang j:— igcot (45»-«- - | = 36f (0 



ayant le seul arc x pour inconnue (*). 

Solution, — Si Ton désigne lang - pary, on a C 



tangx=r ^ , col 45*>-4- - = --? 

et , par suite , Téqualion proposée devient 

i3i6— ^- iq^^^^-36i, 
ou bien 

342 )^-f- 1354 r — 380 = 0, 

d'où l'on lire Içsdeux valeurs suivantes 

5 38 
— et 

ï9 9 

dej. 

D'après cela, l^a rf sol uli on de Féquation (i) est ranienéo 

à la résolution de chacune des équations simples 

.7: 5 I ' x\ 38 

tang- = _ .t tang(^--j=-. 

En faisant iisage des Tables trigonométriques, on trouve 

que les plus petits arcs positifs qui ont respectivement 

5 38 
— et — pour tangentes, sont 

'9 9 

i4»44'a6",82 et 76«4o'3i",69, 



('>) Une question pour ainsi dire identique à ceUe-là a utç propoapc, 
«n i855, au concours général dos lycées et coliques de Paris et de Vor- 
Kuilles (classe de mathématiques spéciales). 
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d'où Ton conclut immédiatement que les racines de 
Féquation (i) sont toutes les valeurs que prennent les 
deux expressions 

2KH-+-(29°29'i3",64) et 2 KH — (i53°2i'3",38), 

en y égalant K successivement à chacun des termes de la 
suite indéfinie 

La seconde de ces deux expressions peut être remplacée 
par la suivante : 

( 2 K -4- 1) H -h (26° 38' 56", 62 ). 

66. Problème. — Résoudre le système ries deux 
équations 

^^=3,7042, :r-+-r = 38«23' i5",o4, 
sin/ '/ t > j > T» 

ayant les arcs x et y pour inconnues . 

Solution. — Le système de ces deux équations peut 
cire remplacé par le suivant 

.r -h jr 

rang ^t^, 

sin:ï:-f-sin/ ^ 2 23521 

: cm = -=-,= — > 

sinj: — sin r x — r i352i 

tang -^- 

'î-i^= i9»ii'37",55>.i 

tl OÙ !^ J^ J 

1 . ^ — r , -^-f-r , or ( i,54i'3223 

log tang -_— =|og tang —-^n-log u^52i> , V ^^ 

2 2 \ -4- 4,1 3 10000 

-h « (— log 2352 1) := ( ^ 5,6285442 

oulogiang = 1,3012753, 
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et comme les Tables trigonométriques donaent 
1 ,3012753 = log taiig (1 1" i8'58%i6) , 

îl est aisé de conclure que toutes les solutions du système 
des équations proposées sont données par les deux for« 
mules simultanées 

.r = KH 4- ( 3o" 3o' 35", 68 ) et 7 = - KH + ( 7^52' 89", 36), 

en y égalant K successivement à chacun des termes de U 
suite indéfinie 

67. Problème. — Résoudre le système fies trois équa- 
tions 

3 tang X tang r 3 lang z 

ayant les trois arcs x^y, z, pour inconnues. 

Solution, — Si l'on désignç le rapport — ' par //, 
on a 

tang :r = Y « > tang / = — 3 w , tang z =;: — - a , 

et, par suite, en substituant ces valeurs dans la relation 
connue ( n" i\ ) 

tang X 4- tang y -h tang z = tang .r tang j tang z, 

il vient Téquation 

«(17W' — 3) = o, 

d'où Ton lire les trois valeurs suivantes 
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de /i, lesquelles pcrmetteni de substituer au système des 
équations proposées, les trois systèmes suivants : 



' f t»na 

tang ^= o , ' ^ 



'=m 



taDg/ = o / \ '*"^'^ ^^ [l'j) 



et 



.r -f- j' -I- » = H 

)tang(-.r) = (^)M 

D'après cela, si Ton fait attention que tang H r:r o, et 
que les Tables trigonométriques donnent 

(^iiy = ung(67" i2'48",6i), i^y = tan^ (5io34'5",8), 

on conclut immédiatement que tous les couples de va- 
leurs de j: et j^ qui résolvent le problème proposé, sont 
tous ceux donnés par les trois systèmes de formules 

j x = KH I ja?=KH-+-(6-/i2'48",6i) I 
(^- = K'Hr (j = K,'H-(5i°34' 5",8) ) 
et ) (,) 

.r=: KH — (67"l2'48",6l) \ 

r ~ K'H-f-(5i»34' 5", 8) ( 



en y égalant K , ainsi que K', à un terme quelconque de la 
suite indéfinie 

La valeur de z qui doit être adjointe à diacun de ces 



n 



106 TUÉOniE DES FOMCTIOMB CIRCULAIRES. 

couples, pour constituer les diverses solutions du système 
des équations proposées , est une conséquence immédiate 
de la première de ces équations. 

L'expression de j^ dans le second des systèmes de for- 
mules (i) ) ^t celle de x dans le troisième de ces systèmes, 
peuvent respectivement être remplacées par les suivantes : 

j = K'H-f-(i28°25'54",2) 
et 

.r = KH-h(ii2"47'ii",39). 
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DEUXIÈME PARTIE. 

ÉTVm COMPLÉMENTAIRE ET ANALYTIQUE DES FONCTIONS 

CIRCULAIRES. 



PROPRIÉTÉS RELATIVES A LA SOMMATION DES SUITES 

LIMITÉES. 

08. Théorème. — Si l 'on désigne par A e« B deux arcs 
quelconques , positifs ou négatifs , et par S la somme des 
n -f- I premiers termes de la suite 

sinA, sin(AH-B), sin(A-h2B), sin (A -h 3 B), . . . 

dans laquelle le ternie de rang a -h i est sin (A -h «B), 
on a là relation 



(-; 



sin ( A -f- ~ B 1 sin ^ î- B 



sin^B 



Démonstration. — K étant un nombre entier quelcon- 
que, positif, nul ou négatif, on a (n'' 35) 

2 sin ~B sin (A -i- KB) = cos (a -+- l^lH-i b) 



( ^ 2K-+- I 

— cos I A H 

\ 2 



B . 



Si l'on donne à R suc cessi veinent les valeurs 

o ^ 1 , 2 , 3 , . . . , w , 



Io8 TDÉOBIE DES FONCTIONS CIBCUL AIRES. 

il vient 



2sin-Bsin A = cos (a B j — cos ( A-h -B |î 



28in-Bsin(A f- B) = cos fA4-^Bj ^cosf A-f--B 
2»in-Bsin(A -t-2B) = cos (A-+- -Bj —cos (A+-BJ« 
2sin-Bsin(A-f-3B) = cos (a+^BJ — cos^A-h^BY 



in — I 



2sin -Bsin(A -h «Bj = cos(a-I-^^ B 

' — cosfAH — B 

Ajoutaut ces /iH- i dernières égalités membre à mem- 
bre, et effectuant les réductions, on obtient la relation 

2 S sin - B = cos f A — - B j — cos f A H -^ B j , 

ou'bien(n«35) 

I . / 'ï «\ . " -•- i « 
S sin - B rr: sin ( A + - B ) sin B ; 

2 \ 1 I 2 

donc, etc. 

Scolie. — Le second membre de la relation (t) pouvant 
s'écrire sous la forme 

sm (« -H i) -— 



_^.„(a + = .) 



sm 

-2 



on en conclut immédialenicnt que si Tare B est un infini- 
nienl petit et que son signe soit tel, que la valeur absolue 
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(lu rapport trigonoinétrique sin ( A H — B j augiueiile sans 

cesse, la valeur de ce second membre ira coiisiammenl eu 
auginentaut, ou constamment en diminuant, selon qu'on 
aura sin A > ou < o , et tendra vers (/i-f- 1 ) sin A comme 
limite (n^ 49), de sorte que la relation, objet du théorème 
précédent , peut être considérée comme subsistant encore 
dans le cas de B =^ o. 

Corollaire. — La relation (i) donne 

I 

sin A -♦- sin 2 A + sin 3 A -h . . . + *în ('' + ^ 

. 1 -1-2 ^ . «-h I- 

Sin A sm A 

sin I A 
en y faisant B = A, ^t 

sin A -h sin 3 A -f- sin 5 A -h. . . -4- sin (2 /i 4- i) A 

sin' (/i -i- I ) A 

— . — r t 

sin A 

en y faisant B = 2A. 

69. Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 
dans le théonème précédent ^ si Von désigne par S' la 
somme des /i -|- i premiers termes de la suite 

ces A, cos(A-î-B), ces (A -h 2 B), cos(A H- 3 B), . . . , 

dans laquelle le terme de rang a -f- 1 est cos (A -4- a B) , 
on a la relation 



cos 1 A -+- « — l sm (/i -I- 1 ) — 



sin — 
2 

Ce théorème se déduit immédiatement du précédent, 
en remarquant que S' résulte de S en y changeant A en 

--f-A. 
2 
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Scolie. — En répétant à peu près ce qui a été dit au 
scolie du n° 68, on montrerait que la relation (i) peut 
être considérée comme subsistant dans le cas de B = o. 

Corollaire. — La relation (i) donne 

cos A -h cos 2 A -+- ces 3 A -+-... H- cos (« -f- i ) A 

A A 

cos (n -f- a) — sin (/f -+- I ) — 



. A 
sin — 

2 


■ 7 


en V faisant B = A , et 


• 


cos A -4- cos 3 A H- cos 5 A -f- . 


. .-f- cos(i/î -h i) A 


1 sin (« -h 1 ) 2 A 
9. sin A 




vu y faisants 2 A. 





70. Théorème. — Si l'on désigne par m un nombre 
entier positif , nul ou négatif, par A, B, A', B', quatre 
arcs quelconques y positifs ou négatifs., les deux derniers 
assujettis toutefois à la relation 

2/wH±:A' = B', (i) 

et par S la somme des ^^ -f- 1 premiers termes de la suite 

sin A sin B , sin (A -♦- A') sin (B 4- B') , 
sin (A -f- 2 A') sin (B H- 2 B'), . . . , 

dans laquelle le terme de rang a -f- 1 est 

sin(A-+-«A')sin(B + aB'), 

on a la relation 

[n -hi)sinA'cos(AljiB) — sin(/?-|-i)A'cos(A±B -h/iA') , > 

2 Sin A 

oii chaque double signe est coordonné auec celui de la 
relation (i). 
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Démonstration. — K élanl un noiiibnî cniier quel- 
conque, positif, nul ou négatif, on a (n" 35) 

2 sin (A -h KA') sin (B -4- KB') 
= ± [cos (A rpB) — cos(A dz B 4- 2KA')] ('). 

Si Ton donne à R successivement les valeurs 

o, 1 , 2, 3, . . . , w, 
il vient 

2 sin A sin B = ± [cos ( A ip B) ~ cos (A ±: B)], 

2sin(A4-A')sin(B-hB')=r±[cos(A=pB)--cos(A±:B4-2A')], 
2 sin (A -h 2 A') sin (B 4- 2 B') 

= ±[cos(AqiB) - cos(A±:B -h 4 A')], 

2 sin (A -t- /i A') sin (B -+- /i B') 

= ± [cos (A qp B)— cos ( A ± B + 2 « A')]. 

Ajoutant ces n 4- 1 dernières égalités membre à mem- 
bre, et observant qu'on a [n^ 69) 

cos(A±B) -4- cos(A±:B -f- 2 A') -h cos(A rfcB 4- 4 A')-f-. . . 

-^cos(A±BH-2.A-) = ^'"<^-^')^^"gL(^-^!L±^), 
^ ^ sin A' ' 

il vient 

c-^r.. , .).i.(.-j-u) sin(/, + .)A'cos(A±B + «A:n 

donc, etc. 

Scolie. — Les deux cas du théorème précédent peuvent 
être conclus l'un de l'autre : car si l'on considère le poly- 



(*) Dans toutes les égalités qui seront posées dans cette démonstration, 
chaque double signe devra toujours être considéré comme coordonné avec 
celui de la relation (i). 
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Il6in(! 

— sin A sîn B — sin (A 4- A') sin (B H- B') 

— sin (A -h 2 A') sin (B -h 2 B') — . . . 

— sin (A -h n A') sin (B -h « B'), 

et qu on y change B en — B , on peut récrire sous la forme 

sin A sin B -h sin (A 4- A') sin [B 4- (~ B')] 

-h sin (A 4- 2 A') sin [B 4- 2 (— B')] 4- . . . 
4- sin (A 4- « A') sin [B 4- « (— B')]. 

Or, selon qu'on a 

2wH4-A'=:B' on 2mH— A' = B', 

on a 

2 (— ,„) H — A' =r (— B') ou 2 (— m) H 4- A' = (~ B'); 

donc , eic . 

Corollaire, — Si dans la relation (2) on suppose B = A 
et B' = A', il vient 

sin' A 4- sin' (A 4- A') 4- sin' (A 4- 2 A') 4- .. 4- sin' (A 4- « A') 
\[ sin(/i 4-1) A'cos(2A 4- « A')~) 

2 |_ sin A J 

et cette dernière relation donne 

sin' A 4- sin' 2 A 4- sin' 3 A 4- . . .4- sin' (w -f i ) A 

I r , sin f 2 /i 4- 3) Al 

= 7 2/Ï4-3 . . . 9 

4L s»" A J 

en y faisant A' = A, ou bien 

sin' A 4- sin' 3 A 4- sin' 5 A 4- ... 4- sin' {2 « 4- 1 ) A 

1 r sin ( « 4- I ) 4 Al 

2 [ 2 s»n 2 A J 

en y faisant A' = 2 A. 

71 . Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 
dans le théorème précérlent ^ si Von désigne par S' /« 
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somirie Jûi n -hi premiers fermes de la suite 

sin A cos B , siii (A -f- A') cos (B -h B') , 
sin (A -h 2 A') cos(B + 2 B'), . . . , 

dans laquelle le terme de rang «4-1 est 

sin (A -♦- a A') cô5 (B -f- « B')^ • - 

on a la relation 

,__ sin [n -f -i)A'sin(À± B -|- /i À') -4- (» ■ +- 1) sin A' sin {A rp ti) . 

2 Sin A 

« 

oii chaque double signe est coordonné auec celui de là 
relation (i) du »" 70. 

Ce théorème se dédiiit immédiatenlent du précédent, eh 
remarquant que S' résulte dé S en y CDàugeant B eil 

2 

72. Théorèiîe. — Les mêmes chôsei étant encore 
posées que dans le théorème du n^ 70 j si Von désigne par 
S" la somme deS « -f- i premiers termes de la suite 

cos A cos B , cds (A -h A') cds (B -4- B') ^ 
cos (A -h 2 A') cos (B -h î B'), . ..i 

dans laquelle le ternie de rang a-hi est 

cos (A 4- a À') cds (B + « B') j 

on a la relation 

ç„ sinjn 4-1) A' cos(Adi:B H- n A') -t- (n -f-ï)siit A^ cds (A qpË) 

a sm A' ^ ^ 

où chaque double sigrie est coordonné auec celui de la 
relation (i) dun^ 70. 
Cç théorème se déduit immédiatement du précédent, en 

8 



1 







Il4 THÉORIE DES l^ONiITlOKS CIRCULAlUES. 

remarquant que S'' résulte de S' en y changeant A eu 

- -f- A. 

Corollaire, — Si dans la relation (i) on suppose B = A 
et B' = A', il vient 

cos' A -h ces' '(A -h A') 4- cos* ( A -f- 2 A') -h ... -H cos' (A 4- « A') 

î r sin(«-hi)A'cos(2A4-rtA'n 

2 L sin A' J 

et cette dernière relation donne 

ces' A 4- cos» 2 A -h ces' 3 A -h ... -h cos' (« + 1) A 
I r sin (2 /î -h 3) A"! 

en y faisant A' = A , ou bien 

ces' A 4- cos' 3 A 4- ces' 5 A 4- ... 4- cos' (2 « 4: 1 ) A 

ï r sin {/2 4- 4 AT 

2 L 2 sm 2 A j 

en y faisant A' = 2 A. 

Les trois relations précédentes peuvent se conclure 
immédiatement de celles données dans le corollaire du 
n° 70. 

73. Théorème. — Si Von désigne par A^ B, A'e^B' 
quatre arcs quelconques, positifs ou négatifs, et par S la 
somme des n -^ 1 premiers termes de la suite 

sift A sin 6 , sin (A 4- A') sin (B 4- B'), 

sin (A 4- 2 A') sin (B 4- 2 B'), . . . , 

dans laquelle le terme de rang a 4- i est 

sin (A 4- a A') sin (B 4- a B'), 



J 
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on a la relation 

sin[A-4-Cit-f-i)A^]8in(BH-wB^)-8in[BH-(nH-i)Bqsin(AH-«A0-4-»in(A--A08inB-8i|i(B-^B0sinA ^ 

2(C09A' — cosB') 

Démonstration, — Posons ^ pour abréger^ 

A — B = ^, 

A'— B'=5', 
A -f- B = w ^ 

A'-+-B'=o>'. 

et soit R un nombre entier quelconque^ positif^ nul ou 
négatif. 

On a (n°35) 

2sin(A -f. KAO sîn (B -f- KB') = ces {i -f- K.S') — ces (w H- K»'). 

Si l'on donne à K successivement les valeurs 

O9 I) 2, 3, . . . , /?, 

il vient 

2 sin A sin B = ces ^ — ces w , 

^ 2 sin (A -h A'j sin (B -+- B') = ces {ê -f- $') — cos (w 4- c*')^ 

2sin (A -+- 2 A') sin (B -h 2 B') = cos (^ -H 2^') — cos(w -f- 2 û*')j^ 

2 sin (A -H « A') sin (B -h n B') =: cos (5 -f- /i5') — cos («4-/2 »'). 

Ajoutant ces n-^i dernières égalité» membre à membre^ 
il vient (n*> t») . 



«y + w — } sin(/ï -h i) — 



2S= — 



sin — 
2 



cos { 0^ -f- 






sin — 
2 



». 



Il6 THÉORIE DES FONCTIONS CIRCULAIIIE». 

OU bien (11° 35) 

sin j (a/z -+-i) — h ^ 1 -f- sin ( ^ 



2 



sin (î?./î -f- 1) — -h» I -f-sin(— — «j 



2 sm — 
2 



Mainlenanl^ comme on a (n" 35) 

asinr(2«-+-i)^-l-5lsin^==:cos[B-h(rt-hi)B'--(A4-/ïA')] 

— cos[A-+-(«-M)A'— (B+«B')], 

iisin^--^') sin ^ = cos(B - B'-A) — cos( A - A' - B), 

(2/ï-M) — -«-w 1 sin^=cos[B-h(«-hi)B'-J- A 4-/? A'] 

— cosf A 4- (« -h i) A'-}- B -h/îB'], 

2 Sin (- - tÀ sin^ = cos (B -r. B' 4- A) — cos (A — A'-h B), 

4 sin — sin— = 2 (cos B' — cos A' ) , 
22 

et, par suite, 



2 sin 



(2/i-|-i)--h^Uin 2sin (2/H-I) — hw smj 



= 2 sin [B -H (/ï 4- 1) B^jsin (A4- ^A') 
-. 2 sin [A -+- (« -f-i) A'] sin (B 4- /iB') , 



2sin 



>in d) sm 2sm ( w) sm — 

V2 / 2 \i ) 7. 

==2sîn (B — B')sin A — 2 sin (A — A') sinB, 

il en résulte immédiatement la relation (i). Donc, etc. 
Scolie. — Dans le cas particulier où les deux arcs A 
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et 6' soDt tels, qu'on a cos A' = eos B', le second mem- 
bre de la relation (i) se présente, comme îl est aisé 

de le voir, sous la forme -> et, par suite, pour le lec- 
teur non initié à ta détermination des valeurs particulières 
des fonctions qui se présentent sous cette forme ('), it 
doit naturellement alors sembler impropre k la détermi- 
nation de la somme S \ c'est pourquoi nous avons cru 
devoir traiter au n® 70 le cas particulier qui vient d'être 
mentionné. 

Une remarque analogue à la précédente pourra être 
faite relativement h chacun des deux premiers théorèmes 
qui vont suivre. 

Corollaire. — Si Ton désigne les sommes 

sin A sin B + sin 2 A sin 2B -4- sin 3 A sin 3 B 

-4- siii(/î -h i) Asin(/i -t-i)B, 

sin A sin B -f- sin 3 A sin 3B -h sin 5 A sin SB 

-f- sin (2/1 -+- i) A sin (2/1 -h i) B, 

respectivement par Si , Sf, la relation (i) donne 

_ sin (/i -f- a) A sin (/i -I- 1 ) B — sin (/i -h a) B sin (/t -h l) ^ / \ 
'~ . 2 (cos A — cosB) * ^ 

en y faisant A'= A et 8'== B , ou bien 
_ sin-(2/i4"3)Asin(2i»-n)B— sin(2gH-3)Bsiji(2«"»-i)A 

'""" 2(cOS2A — COS2B) 

eh y faisant A'^= 2 A et 6'== 2B, 

La relation (2) a été donnée par Lagrange^ dans les' 
Mémoires fie Vjicadémie de Berlin, 



(' ) Le lecteur qui connattrait la partie de Tanalyse mathématique 
qui traite de cette détermination fera bien de s'exercer à déduire le théo- 
rème du ii<* 70, de la relation (1), en y considérant, par exemple, le 
second membre comme une fonction de la variable B', qui, pour la 

valeur amH ± A' attribuée à celte variable, se présente sous la forme -v 
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74. Théorème. — TjCS mêmes choses étaat posées que 
dans le théorème précédent, si Von désigne par S' la 
somme des n -\-i premiers termes de la suite 

sinAcosB, sin (A -f- A') co»(B -+- B'), 
sin (A 4- 2 A') cos (B 4- 2BM. . . , 

dans laquelle le terme de rang a 4- i est 

sin ( A 4- a A')cQS (B -h aB') , 
on a la relation 

8iD[A-i-(n-t- 1 )A^] cos(BH-nBO -cos[BH-(n-4- 1 )B'] sin(A4-nA^)H-8in( A -- AQ cosB - cog(R^B') sin A 
"" 2 (cosA' — cosB') ~~~~ ' 

Ce théorème se déduit immédratement du précédent, 
en remarquant que S' résulte de S en y changeant B 

en h B. 

2 

Corollaire, — Si l'on désigne les sommes 

sin A ces B 4- sin 2 A cos 2 B 4- sin 3 A r.os 3 B 4- . . . 

'4- sin (jt 4- i) A cos ( /? 4- i) B, 

sin A cos B 4- sin 3 A cos 3B + sin 5 A cos 5B 

sin (2/? 4- i)Acos(2/i 4- i) B, 



respectivement par S', et S'j, la relation (i) donne 

^1 _ 8in(;g4-2)Acos(^4-î)B — cos(/g+2)Bsinf/f4- i)A— sinA 
'~~ 2 (cos A — cosB) ' 

en y faisant A' = A et B'=: B , ou bien • 

g _ sin'(/;4-i)(A4-B)sin(B->A) — sm'(/i4-i)(B-^A)sin(A4-B) ^ 

* CQS2A — COS2B ' '* 

en y faisant A' = 2 A et B' = 2B. 



(') Nous croyons devoir prévenir le lecteur que pour arriver h celle 
expression de S;, il y a quelques transformations à effecliier. 
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75. Théorème. — Les mêmes choses étant encotrt 
posées g ne dans le théorème du n^ 73, si Von désigne 
par S" la somme des « -f- i premiers termes de la suite 

cosAcosB, cos(A -h A') co8(B-|- B'), 
cos{AH- 2A')cos (B 4- 2B'), . . . , 

ilans laquelle le terme de rang a -h i est 

cos ( A -h aA') cos (B -h aB') , 
on a li^ relation 

cos[A-f(B-H)ATcos(B-mBO-co8[B-t-(«-*-i)B^]co8(A-HiiA')-i-co»(A~V)co8B~cw(B— BQaosA 

2(cosA'— cosB') '^'^ 

Ce théorème se déduit immédiatement du précédent, 
en remarquant que S" résulte de S' en y changeant A 

en h A . , 

2 

Corollaire. — Si l'on désigne les sommes 

cos A cos B -h cos 2 A cos 2 B 4- ces 3 A cos 3 B -h . . . 
-h cos(/i 4- i) A cos {/i -h i) B, 

cos A cos B -H cos 3 A cos 3B -+- cos 5 A cos 5B -|- . . . 

cos (2n -h I ) A cos ( 2 « -♦- r ) B , 



respectivement par S* et S' , la relation (1) donne 

, I cos(/H-2)Acos(/i4-i)B — cos(/î-|-2)Bcos(/»-f-i)A 

"^ ' 2 2(cosA — cosB) 

en y faisant A'= A el B' = B, ou bien 
„^ co»(2/i4-3)A€05(2/i-hi)B — cos(2«-h3)Bcos(2/i-4-i)A 

' 2 (cos 2 A — CQS 2 B) 

en y faisant A' == 2 A et IV = 2B. 

7H, Notation. — m et n étant deux nombres entiers. 
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positifs quclcooques , la notation 



© 



ser^ dorénavant employée, à Texeniple d'Eulev (*), pour 
cjésigner Texpression 

m (m — i) (/w — 2). . . (w — /? -t- 1) 

] .2.3. . . /i 

> • » ■ 

77. Théorème. — Si l'on désigne par A un arcquelr 
conçue positif çku négatif, par mi^un nombre entier po- 
sitif, et respect ii^en^ent par s et ç k^ deux rapports 
tfrigonométriques sin A , cos A , on a les relations 



'^-^j (?^^)Tr\-~ \ç^) (2ç)"-^-e . .. J 



et 



3 



: j(2ç)"' 



• • * 



Démonstration. — Les seconds membres de ces deux 
relations éts^nt respectivement désignés par M et N , on 
yoît très-facilement qu'on a ^es égalités 

Me + N 5 = j I (2 c)-.— ^-^ (2 ç)'»-^H- A,<"-V-f A2 c«-«-h. , . X 
dans lesquelles Aj, A, , . . . , Bi , Bi , . . . , sont des qom^res 



(') Açta Àcad. Se. imp. Feirop,, pro anno 1781., pars prior, p. 89. 
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donnés' par les formules générales 

V . , . - ^ . r//M — /• ^— 2\ /// i'm — k — 2^ 




en y égalant k successivement /à chacun des nombres de 
la suite naturelle 

ei comme ces valeurs de A* ci B* peuvent être transfor- 
mées en lés suivantes : 

B*= — 1)*+'2"'-^*-^--^ ( , 

il en résulte que l'on peut écrire , 






Mc-4- N5= s 

H- I — — 1 f2r)»-* — 1 — ;r-- 1 (26-y«-«4- 



(^')(-)-'-("-^')(-t 



• » • 




21 ///4rl//» — 3 




I //» — 3\ , , 



Ces deux dernières égalités permettent de conclure injtmé- 
diatement que si les relations (i) et (2) ont lieu pour une 
certaine valeur de m désignée par cette lettre, elIes*ont 
encore lieu lorsqu'on augmente celle valeur d'une unité, 
car, dans cette hypothèse, les deux express^ions ]V|c-f-Nji 
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et Ne — Ms égalent respectivement sin(m-f-i)A^ et 
cos(w-+-i)A. 

Or les relations (i) et (2) sont évidemment vraies pour 
m = I , et même pour /w = 2 ; donc , etc. 

Scolie. — Les deux relations, objet du ihëorème pré- 
cédent, ont été trouvées par Vîète (*), avec celte diflerence 
que ce géomètre considérait les. cordes des arcs et non les 
sinus et cosinus de ces arcs. 

Corollaire. — Si dans ]^s relations (i) et (2) on change 

A en A , on reconnaît de suite que les deux exprès- 

sions 




(25)-"— -(9.5)"-'+- ( -y- j ( 2.»)'«-' 

î(îL=i)„.r-+... 

sont respectivement égales aux deux fonctions circulaires 




] 



m m 



( — i)' sin//?A et ( — i/^coswj4, 
ou bien aux deux suivantes : 



m — I • m — I 



( — 1) ' C0S//1A et ( — i) ' sinwA, 
selon que m est pair ou impair. 

78. Lemme, — m et A étant deux nombres entiers po- 
sitifs , le second différent de zéro , si Ton désigne respcc- 



C) Voyez SCS OEuvTcs, imprimôcs à Loydo on i()/|(i. i volume in-folio, 
nages J95, .»g7 et 299, Elles sont écrites en latin. 
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tivement ^aTf(rn^ h) et (f (m, k) les deux expressions 

et 

*(/w'— i) (/7i'— 3')(/w'— 5').,.|m*— (2X- — i)'], 

on a la relation 

dans laquelle les doubles signes sont coordonnés. 
Démonstration. — On a 

et (les doubles signes étant coordonnés) 

[mzp2(^ -f-i)]<p(w dii, X--4-I) 

d'où il suit que si la relation (i) a lieu pour toute valeur 
de m et pour une certaine valeur de k désignée par cette 
dernière lettre , elle aura encore lieu pour toute valeur de 
m et pour la même valeur de k augmentée d'une unité. 

Or, quel que soit w, et pour /r = i, on a évidemment 
la relation (i); donc, etc. 

79. Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 
dans le théorème du nP 11^ on a les relations 

/fis —T ^ ;; <■ ^^H ^ o / g ^ 

_ 1.2.3 1.2.3.4.5 

m(ffi'-- 1') (/?/»— 4') (/w^— S') ^. 

I ,1 .3.4-5-6. 7 
et 

m^ m'(nt^^2^) /w'{/w'— 2') (w^— 40 , 

cos/« A = I j' -I :r— 7-^ s* ^ ^ o / t:: a * 

1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.5 



w» 



I 2.3.4-5.6 7.8 
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OU bien 

. , m f //i'— !•) m^m* — i)(m^ — 3* ) ^ 
sin /Il A = ms — :r-' j^H ^ ^^~= ^ 

1.2.0 I .2.3.4-0 

w(/w^ — i) (//i'— 3»)(/M^— 5') ■, 
I .2.3.4*5.6. 7 



• > 



[',w2_, (/w» — i)(/it»— 3M T 
I J*-f- ^ ~- ' s* I 
1.2 1 .2.3.4 I 

1 .2.3.4-5.6 " ' J 



selon que m est pair ou impair. 

Démonstration, — Les expressions qui sont les seconds 
membres de ces quatre relations, étant respectivement 
désignées, quel que soit m, par M, N, M' et N', on voit 
très-facilement qu'on a les égalités 

^ 1.2.3 

-f- A, .î^-f- A,*'-h A3 Jf' -H , . . , 

^ ' I.-2.3 I, 



|'C-|-N'5=:C j 



4- A>^-f A',J'-4-A>»-f.. . 






1 .2 



dans lesquelles Ai, A9, A» ,. *-*? 1^1962,68,..., A, , A', , 
A'3, * . . , B', , B', , B',, . . . , sont des nombres donnes p£^r les 
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formules générales , 

1 .2.3.4**'(2 A- -+- 3j 
X (/iH-2*-4-a)(/w-|-i), 

I .2.3.4 -.(^^ -h 2) 
X(/w4-2^-f- 2), 

^' / , )*-Ki (/»'-i)(m'-3')(m»-y)...[i>i'~(2^4-i)n 
'^ i.2.3.4...(2/--+ 3) 

X(/w-h2A:H-3), 

1.2.3 4'-'(2/-f-2) 

X (/w -f- 2A^H-i)(/iî -hi), 

en y égalant k successivement à chacun des nombres de 
la suite naturelle 

ij 2, o, 4»'»> 

et comme ces valeurs de A*, B*, Ai , B'^ peuvent, d'après 
le lemme du n® 78, être transformées en les suivantes : 

>^(^H- i)[(/wH-i)»~i]'f(yw-^ij»^3» )r(/ii+>iv~5n...r(m-Hi)^^(2x-4.i^ 

i.2.3.4...(2>t-f-3) '^ 

I .2.3.4...(2X-f-2) ' 

i.2.3.4*..(2X--h3) ' 

^ (/ii^i)^[(iw-t- 1)'- 2'] t(/ii-M)>- 4'] [{m -f- 1)'— 6']. . . [(m 4- 1?- (a m 

I.2.3.4...(2/--f-2J ' 
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il en résulte que Ton peut écrire 

Me -+-Nj=(//i4-i^— ^ ^'-^ — i-^ -s^ 

^ 1.2.3 

I . a . 3 . 4 • 5 , 

_ ( ;>,-n)[(/w+i)'-. ][( m+i)'-y][(/»H-i)'-5^] ^, ^ ^ 

I .2.3.4-5.6.7 

(w-M)» — I 
I — i 1 s^ 

1.2 

1.2. 0.4 



I .2.3.4-5.6 

(/?/ +i).v 5 r 



*•+ 



2.3 



S<' 



M'^+N'.v = c^+ ..2.3.4.5 

1.2.3 4-5.6.7 

]N'c-M'.= i- -7:7-^'+ r:7X4 



(^^_- m)' f(w 4- 1)'- a' ][( "' +!)■— 4 '3 
I .2.3.4-5-6 



i' 



(m +1^ [(m+iY - a'][(^" + ')'- 4'][("' -H)'- 6'] ^ 

"^ 1 .2 .3.4»5.6.7 .8 

Ces quatre dernières égalités permettent de conclure 
immédiatement que si le théorètne énoncé est vrai pour 
une certaine valeur de t?i désignée par cette lettre, il Test 
encore lorsqu'on augmente cette valeur d'une unité, car 
dans cette hypothèse on a 

Me +N5 =sin(w4-i)A et Ne — Ma- = cos(w -f-i) A, 
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OU' bien 

M'c-4-N'j==sin(/w-|-i) A et N'c — M',v.= cos(/« -h i)-A, 

selon que le nombre entier désigné par m est pair ou 
impair. 

Or le ihéorémë énoncé est évidemment vrai pour m=^i^ 
pour m = a et même pour w = 3 ; donc , etc. 

Corollaire I, — Si dans les relations, objet du ihéo- 

rème précédent, on change A en A , on obtient les 

deux relations 

l 1.2.3 

(— i)' sniwA=r f, H ^^ ^J< "^ f c' 

1 .2.0.4*3 

W (/W^ — 2^) (w"—4^) (//!' — 6') 

1 .2. 3.4-5.6. "j 
et 

(— O'coswA = 1 <c'H ^ ,, ^ c* 

^ .1.2 j .2.3.4 

1.2.3 4-5.6 

w»(w» — .2') ( w» ~ 42) ( /?/'— 6=) 
I .2. 3. 4. 5. 6. 7^8 



-c* 



ou bien les deux suivantes 



C'-t- ^ i-l-r î i C* 



*-' I 1.2 1.2.3.4 

L I.2.3.4-5 6 ' 
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Cl 



m— I 



//t(/w» — i) m(m' — i)lm'—3') ^ 



(— -i) ' cos//iA = /wc ^ 5 C^-f- -^ o ' / g 

^ ' 1.2.3 I .2.3.4*0 

/?i(w'— j)(m'— 30(m^— 5^) . 
I . â. 3. 4*5. 6.^ 

^eloii que m est pairbu impair. 

CoroU^iire IL — Si Ton a égard à la relation coHiiue 

I— COS2i7f A 

sin' w A = j 

2 

qui a Heu quel que soitle nombre entier positif m ^ il vient 

8in'ifiA = 

'""l'""!"'^ JX4 ' 2.3.4.5.6 ^"^ 2.3.45. 6>7-8 j 

OU bien 

-, . »i' (m' - I ) , . 
/w» (2 ^)2 ^-7 .' ( 2 .ç )* 

il //ï»(w' — i)(w'-- 2*) , ,, I /\ 

_ '«H/«'-i)K-a')(/>»'-3 '),_„ 
3.4.5.6.7.8 '^ > 

et , par suite , 



m' 



m' (m' — 1), , 



ÇOS»/wA=.I— 7{H i^ ^ f l a K"^^) ) W 

, 4] 3.4-5'" 

3.4.5.6.7,8 ~ ^ ^^ "^••• 



La relation (i) a été donnée par Jacques BèfnouUî (') 



i 



(') Voyez sds OEurres, tome H-, pages 923-925. 
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dans le c^s particulier où m est urc puissance entière 
et positive de 2, et avec cette différence que ce géo- 
mètre Ci6nsidèt*e les cofdes des arcs et non leâ sinus de ces 

arcs . 

Relativement aux relations (i) et (a), no^s ferons; 

observer que si l'on désigne par n un nombre entier po- 
sitif, et, d'yne manière générale, par N(;„, „) le w*'"*' nom- 
bre figure du m"'"' ordre, oh à 

3.4*5.6. . .(a/ïj 

ce qui permet d'écrire les deux relations en question soits 
une autre forme assez remarquable. Cette observation est 
de Jacques Bernoulli; 

PROBLEME GÈMèRAL RELATI^ A LA DlVISIoiv OES ARCS. 

80. Problème. — Étant donné un nombre a positif;, 
nul où négatif y'et satisfaisant aux Relations 

détenninèr un nombre x positif nul ou négatif de telle 

sorte (fu' il existe un certain arc A pour lequel on ait 

■ # 

àin À = fl et sin — = £. 

m 

Solution .' — Désignons par K un nombre entier positif^ 
nul ou négatif, susceptible de varier indéfiniment, et par 
a le plus petit arc {Positif dont le sinus égale a. 

Oh sait que tous lès arcs qui ont même i$inus que l'arc çf 
sont seulement ceux donnés par les deux expressions • 

sKH-t-tt et (2R-f-i)H— «^ 

9 



(') 
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OU bien par les 2 m smvanles : 

2/iiKH+o(^ (2/wK-+-2)HH-a, 

(àwK -f 4) H -*-•«»• "y (2/wK -+-2/71 — 2)H-f-a, 

(aniK-hOH— «, {2OTK-f-3)H — a, 

(2otR-f5)H— a,. . ., (2/wK-*-2/ir— i) H — «, 

attendu que le nombre K peut être de l'une quelconque 
des m formes 

w , /« -h I , //i -h î2 , . . • , w -f- ( w — ï )• 

Si Ton divise les arcs (i) par le nombre m , il vient les arcs 
2KH-I--5 . 2KH-J-- , 



2KH_I_Î — Z"— ,..., 2KH-h 



a 


— 5 
m 


4H-f-a 


m 


H^a 


m 


5H — & 



(2 w — 2) H-f- a 

■■■ ■ ■ ■■ !■ J^^^^M I I I 

m 



„^^ 3H — a 
2KH-^ 9 2KHH , 



/w 



^ -^„ (2/w— i)fl — a 

2KHH ?••» 2-KFI -H î 

m ffi 

qui, quel que soit le nombre K, ont respectivement pour 
sinus les nombres compris dans les deux suites 

a . 2H-|-a . ^U-ha . (2m— 2)HH-a .. 

sin-, sii^- 5 sm ^ ' ,"-, ^n ' ' ^,(2) 

m ^ m m m 

H— a . 3 H — a . 5 H— a . (2 m— i)H— a .^. 

sin , sm 9 «m v^sm' (a) 

m m m ^ m 

De ce qui précède, on peut déjà conclure que les valeurs 
de X qui satisfont au problème proposé , sont les dîfféreuis 
nombres des deux suites précédentes. 

Maintenant, relativement à ces nombres, distinguons 
deux cas selon que m est pair ou impair. 

Premier cas, — Le îtfombre m est pair* -I^a relation évi- 
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(lento > 

. KH + a . (K — w)HH-fle 

sin = -^ sin • 

m m 

montre que les nombres de chacune des deux suites (d) 
et (3) sont deux à deux égaux et de signes contraire^. 

Lorsque a n'est ni nul ni égal à d= i^ les nombres de 
ces deux suites sont tous distincts les uns des autres, car 
deux quelconques des arcs 

a 2H-+-« 4H + a (2m— a)H-+*a 

— t i ?•••) : ♦ 

m m m m 

H — a 3H — a 5H — a (l/w— i)H — a 

— , i -^ — , ^-'M J 

m m ni m 

ne peuvent donner une somme égale à un multiple impair 
de H, ou une différence égale à un multiple dé 2 Q. 

■a 

Lorsque âcso, les deux nombres sio— .(=:i) et 

Je 

3 H 

sin — (= — 1) font évidemment partie de la suite (2) 

ou de la suite (3) , selon que — est pair ou impair^ et la 

relation évidente 

. KH . (w — K)H 

Siti — =s? sm îi — 

m m 

montre que tous les nombres de chacune de ces deux 
suites, sauf les deux qui viennent d*être désignés comme 
appairtenant à Tune d'elles , sont ég^aux deux à deux. 

De.plus , dans cette même Hypothèse de ^x=:±o , un nom- 
bre de la suite (2) ne peut égaler un nombre de la 
suite (3). 

Lorsque a = di i , les nombres de la première de ces 
deux suites sont distincts les uns des autres , et sont les 
mêmes que ceux de la seconde. 

Sficond cas. — *- Le nombre m est impair. La relation 

9- 
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é?idente 

sm = sifi '• 

M m 

montre que les nombres de la suite (2) sont les nièmes 
. que ceux de la suite (3). 

Lorsque a n'est pas égal à :^ i, les nombres de la 
suite (a) sont distincts les uns des autres. 

Lorsque a = dz i , il y a toujours Un des deux nombres 

sin— et siri — 5 et seulement tin, qui fait partie de la 

suite (a), et tous les autres nombres de cette suite sont 

H 3 H 

égailx deux à deux. De plus, c'est sin — ou sin — qui 

fait partie de la suite en question, selon que-i(m — a) 

est paît* ou impair. 

Cela pose , cherchons à résoudre le problème énoncé , 
et pour cela reprenons successivement les deux cas déjà 
considérés. 

Premier cas. — Le nombre m est pair. Si dans la re- 
lation 

2(sinA)'"~* \ 






j_(^L_^^(a«nA)— ( 



( — x)- sin/wA = cosA 



-^ 



du n® 77, on change A en —9 il vient 

. A\"'-' 
2 sin — 1 
m) 

f ^T-' • A ^) f ^ — A ( . A^-' 
( — I )^ sin A = cos — ( — I ) I 2 sm — 1 



m 



1 / \ m) 

/// — 3\ / . AV""* 



f^ 
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d'où il 9uit que les deux nombres a et or, c'est-à-dire le 
nombre a et chacun des nombres des suites (2) et (3) , 
sont nécessairement liés entre eux par l^une ou Tautre 
des deux équations 

« 

ou» si Ton aime mieux , par Fcquation algébrique du de- 
gré 2 /w en X, 



fn — 3 



j (2X)'"-^— .. . 



laquelle ne contient que des puissances pairçs de celte 
inconnue. 

De plu? , toute valeur de x qui vérifie cette dernière 
équation est évidemment une solution du prqblènie , et 
par conséquent elle est Tun des nombres des suites (2) 
et (3). * 

Second cas, — Le nombre ni est impair. Si dans la re- 
lation 

( 2 sin A l*" ( 2 sin A )*""-* 

1 

{~l)~Mnm^ = i]_^.2L (iLnl] (^sinA)"- 

1 % J ' l 

U'«(fLZlij(.sinA)-+...| 
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du 11" 77, on change A en —9 il vient 



m— I 

m 



(A \ *" m f • A'\ 
2 8i^ — 1 ( 2 sin — ) 
ml I V m] 

' ! /// /m — .^\ / A\«-* 



(~i) ' sinA 

m (m — 4 



. AX— ^^ 
3 \ 2 \ m) 



I ^ 



(1*011 il suit que les deux nombres a et x, c'est-;à-dire 1q 
pombre a et chacun des nombres de la suite (2), sont né- 
cessairement liés entre eux par Téquation du degré m en a:, 



/ . x"^ M m l m — 3 \ , 



\ 



fy 



m / w 



-4 



j (îîJ:)«'-«-h... 



laquelle nç contient quç des puissances impaires de cette 
inconnue. 

De plus, tou|e valeur de x qui vérifiç cette équation 
^9t évidemment une solution du problième , et par consé^ 
^uent ell^ est l'un des nombres de la suite (a). 

La solution du problème est ainsi ramenéç , dans les 
deuic cas , à la résolution d^une équation algébrique dont 
Iç degré, par suite de ce qui a été dit précédemment et de 
certaines théo^ies d'analyse algébrique, est susceptible 
d'être abaissç au-dessous dç m dans certains cati particur 
Jiers. 

Scolie, — Si Ton ne tenait pas à avoir les. nombres des 
deux suites (2) et (3) avec une trop grande approxima* 
tion, on pourrait les calculer évidemment à l'aide des 
Tables trigonométriquçs. 
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i 

FORMULE DE MOIVRE POUR UN EXPOSANT ENTIER 

POSITIF OU NÉGATIF. 

81. Notation, — Pour abréger, nous repréftenterons 
dans la suite de cet ouvrage, a reiEemple de Gauss, le 

symbole ^ — i parla lettre italique /. 

82. Lemme. — Si l'on désigne par A,, A», A j, . . . , A„, 
m arcs quelconques, positifs ou négatifs , et par P^e pro^ 
duit des m expressions imaginaires 

cos A, -+■ r sin A , , co» Aj H- i sin Aj , 

cos A, + I sin A3 , ... » cos Am h- ' sin A« , 
on a 

P = cos(A,-f-A,+A3-^ HAJ-|-isin(A,-4-A,-|-A3-»- • . .-4-A«)v 

Dénions tration, — Ou a 

(cosA,4- /sinA,) (C0SA2-+- /sinAj) 
= (cosA,cosAj — sin A4 sin A}) 

-4- / (sin A, cos Aj -h cos A, sin A3) , 
ou bien 

(cosA,-+-/sinA,) (cosAa+ /sinA,) 

= cos(A, -f- 4,2).+ ' s<o(Ai -4- Aj).» 
vl, par suite ^ 

[cos(A,-f-A,) -f-/:sin(A.-h A,)]{cosA3-h/sinA.,) 
=:cos(A,-f- A,-f- A3)-f-/sin(A.-f-A24- A,), 

[cos(A, 4- Aî-f- A3) -+- «'sin( A, -f- A, H- A3)] (cos A, -^ /sin A4) 
= cos (A, + A, -4- A3 -h A4) H- / sin ( A, 4- A,-f- A3 -+- A* ) , 

•' ' ' 

r c«s(A,.4^A3-^ A, *+-..--»- A«^,)'l . . . .. . . 

[ . . ,, I (cosA„-f-'smA„) 

L-4-/sin(A.4- A,-4- A3-+-.. .-+- A;„_,)J 
=:cos(A.4- A24- A3-h...4-A„)-+-isin(A,-f-A,4-A3-f-...-4-A«). ' 
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Muldplîanlces m — i dernières relations membre à naein* 
bre, et réduisant, il vient régalité quMl s'agissait de dé- 
montrer. 

Corollaire, — Si la somme des arcs A], As, A^,. . ., A,» 
est égale au quadrant multiplié par un nopibre entier K 
positif, nul ou négatif, }c produit P égale 

I, /, —I, ou — /;j 
selon que la valeur de K est 

• • • , • 

Comme les deux expressions 

ces Al — /sinA, et sin A, -4- / cosA, 

$ont respeçtiveme^nt égales aux deux suivant^^s : 

ços{ — A,) -f-/sin{— A,) et cosf A, j 4-' sin f-^— -A, h 

}e corollaire qui vient d'être in^iqu^ comprend, com^le 
f-as particuliers, le§ égalités 

(cc^sA.-f- /sinA,)(cosA, — / sin A,)=: i 

( ces A , H- / sin A 1 ) (sin A, H- / ces Ai ) = /. 

La preiuière de ces deux dernières égalités montre (jue les 
^ii\pi expressions conjuguées 

cx>sA, -+- fsin Al et ces A, — £ sin Ai 
$ont en même temps réciproques, 



83. TnÉORisMK. — Si Von désigne par A vn arc queU, 
conque posjtij ou négatif, et par m un nombre entier 
positifs on a régalilç. 

( ços A -H / sin A )"? = cps m A H-- 1 sin in A . {\) 
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Démonstration, — Ce théorème résalus immcklîate-r 
ment du lemme précédent^ en y faisant 

A I s^ A2 -^ A3 — • • • • -^ Ain ^^ A. 

Scolie. — L'égalité (i) a été découverte par Moiyre 
(Abraham) , géomètre français du xviii^ siècle. 

Cùrollaire /, — Si dans celte égalité on change A e^ 
^- A , il vient 

(cosA — f sin Ay^scosfftA — /sin/iiA; (^) 

Corollaire II. — Les égalités [i\ et (a) donnent 

( ces A -4- / sin A y" — ( cps A — / sin A Y* 
sin /?? A = ^ ^ - 

et 

(cosAH-isinA)'"-»- (cosA— isioA)'^ 
cosniA^:^^ — ' j 

d'où Ton tire 

sin /// A = [cQS A ( I -^ / tang A)]"*-~ [cos Mi-^i Ung A jt^^ 

2/ 
pt 

. [cos A ( i-h / lang A ))"-f- [cqs A ( i ^ / lapg A)]"» 

COS/71 A ■ ' ' I ■ ■ ■ , ■ j 

2 

pu bien 

cos*^ A 
sinm A = :- [{i-f- / taDgA)'^— (i— f tangAj*"] 

et 

cos** A 

cos//7A = — ■ — '[{14- / tangA)^-h (1— /langA)*]. 

Corollaire III, — L'égalité 

(cos A -4- /sin A) (cosA — 1 sin A) = l 
donne 

/ 1 . . » — m = ( cos A — ' sin A )'", 

(cos A 4- /sin A)** ^ ^ 
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et, par suite, 

■ , 7-. — — - = cos w A — i^xnmx 

(cosA -K I sinAj" 

= cos( — m A ) -+- 1 sin { — m A) , 

ou, ce qui revient au même, 

(cosA 4- /8inA)-'"=rcos( — mK)-\- 1 sin(— jw A)." 

Cette dernière égalité n'est autre que la formule de Moivre 
étendue au cas d'un exposant entier négatif — m, 

AUTRES PROPRIÉTÉS RELATIVES A LA SOMMATION 

DES SUITES LIMITÉES. 

84. Théorème. — Si Von désigne par A un arc quel- 
conque positif on négatif y par m un nombre entier posi- 
tif et respectivement par s et c les deux rapports trigo- 
nométriques sîn A , co$ A , on a f es relations 



sin w A = ( — ] c^*^' ^ "~ ( "^ ) <^'~'*' i 



et 



cosm A =r (f" — ( — ) c^-^ i' -jr- 



w (î) -- (. 






(9) C"- .•-.... :\ 



Démonstration, — C^ théorèmç se conclut immédiate- 
ment de la relation 

CCS /w A -h r sin /?? A == ( c -h rs)^, 

m 

en y développant le second membre (d'après la formule 
du binôme) , lequel peut alors s'écrire sous la forme 
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a el b étant deux quaiuités réelles, et eu se rappelant en- 
suite que l'égalité des deux expressions imaginaires 

cos /If A -f- / sin jw A et a -f- ib 

exige qu'on ait 

sin/7iA = 6 et cos/7tA = ii. 

Scolie. ^^ Les deux relations, objet du théorème pré- 
cédent, ont été données, pour la première fois , par Jeau 
Bernoulli , en 1701, dans les ^ctes de Leipsick. 

Corollaire. — Si l'on pose tangA = f , les relations (i) 
et (2) donnent 



sin/ii A 



- (t)'-(î)"-(î) '-(?)"- ■ 

'-^^=.-(?)'-Cf).-(i).-(î)'-.-. 

et, par suite, 

,„,„,, (r);-(f);^(l);-(f)-;-- . 
-(î)-(î)-(î)-,(9)'--- 

85. Théorème. — Si Von désigne par a^^ a^^a^y.,,^ a^ 
et x^ n^i quantités numériques quelconques^ réelles 
(alors positives ou négati\fes) ou imaginaires^ par k et B 
deux arcs aussi quelconques positifs ou négatifs y le pre-» 
mier seul poiivant être nul , et respectisfement par F (x) , 
S , C les trois sommes 

sinA -H tf,sin(A 4- B) -h <ïjSin(A -f- aB) 
-l-flr3sin(A4-3B) -h. . .-Hfl^«sin(A -t-/ïB), 

cosA -f-flTi cos(A4-B) 4- «2Cos(A -h 2B) 

-f-«r3t*os(A -H 3B)-<-. . .-f-«r„cos{A -f- /iB)^ 
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on a les relations 

et 

^ [F(a) -h F (P)] CQsA 4- /[F(a) — F(Ô)] «in A 

ti = ; ■ J 

dans lesquelles^ pour abréger ^ a et ^ tiennent respecti- 
i^ement lieu des deux expressions conjuguées cosB-H/sinB 
et cosB — /sinB. 

Démonstration . — D'après le lemme du n® 82 et la for--^ 
nfiule de Moivrc, on a les égalités 

cos(A -hB)±:/sin(A-f-B) 
= (cosAi/siiî A) (cosB±/sinB), 

cos(A 4- 2B)^=/sin(A H- aB) 
= (cosAzh/ sinÀ) (cosB±t sinB)% 

cos(A 4-3B)±:/sin(A4- 3B) 
= {cosA± rsin A) (cosB±/sinB)', 



cos{A-f «B)dt/sin(A4- /îB) 
= (coàAdb/si?iA)(cosB±:/sinB)% 

dans chacune desquelles les doubles signes sont: coordon- 
nes, çt, par suite, il vient ' ' 

C-f- 1 S = (cos A H- / sin A) ( I -4- ET, a H- «a a*-f- ^^3 ot^-f* ...-+- <!;r„ a"), 

C— iS'== (cos A — /sinA) (14- a,p-+- flj p-f-a^p'-V . . . -h <i« P"), 

ou bien 

C 4- /S = (cos A -h/sinA)F(oc), 

C — / S = ( cos A — / sin A ) F ( p ) , 

d'où l'on lire imniédialement les dtiux relations qu'il s'a- 
gissait de démontrer. 
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Scolte J, — Ce théorème a été indiqué par Euler dans 
sa dissertation ayant pour titre : Subsidium calculi si- 
nuum(^) )) , et la démonstration que nous venons d'en 
donner se trouiFedans un Mémoire publié par .Nicolas Fuss 
dans le tome XII (p. i aS ) des Nos^a Acta Acadi Se, imp, 
Petrop.; année 1796 ('). 

Scolie II: — L'une quelconque des deux relations , . 
objet du théorème précédent, peut être déduite imniédia«- 

tement de Tautre en y changeant l*arc A en 1- A. 

Corollaire I, — Si les w -f- 1 quantités i , ^|, a^, .a%y» . . ^ 
jeta„ forment unie progression. géométrique, on £t 

et y par suite ^ 

^ «';"*"*sîn(A-+-/iB)— rtr'sin[A-^(/n-i)B]— fl.sitifA— B)H-smA 

5> = : r— — ■ — 9 

a\ — 2fl, cosB -f-i 

p _ fl*'* "'co9(A-+-/»B)---a';"*''cos[A-h(/g^i)B]'-'ii.c(Js(A^B)-4-cosA 

a] ^ na^ cosB H-i 

Ces deux dernières relations donnent 

fl"'^VsiD(/H-i)A — /ï';-^'sin(/i-f-2) A + sinA 
a\ — 2a,cosA-f-i 
et • 

I 

^ __«"■*"' cos(«-fi)A — ûr"'*'' cos ( /ï -+- 2) A— /1,-4-cosA 

a\ — ^fl, CCS A -ht 



(') Nos'i Commentant Acttd. Se. inip. Petrop., t. V; anfi. 1/54-55 

(') Nous ferons obserrer toutcrois que les deux célèbres ccomètres que 
nous venons de citer ne considéraient pas , dans le théorème en question, 
les trois sommes F (x), S et C comme limitées quant an nombre d« leurs 
termes. 
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en j faisant B = A , ou bîea 

il"'^*»in(2« 4-1) A — fl""*"'sin(2/f4-3)A4-(i4-i»i)sinA 

a] — !7.a|COSâ A + 1 
et 

£<""*■* cos( 2 /i -+- 1) A — a""^'co8(2 /H-3) A -h( i — a.jçosA 

t.= ; ^ 

a] — 2aiCos2A+i 

en y faisant B = 2 A. 

Les relations données aux n°* 68 et 69 peuvent se dé-«- 
duire très-aisément des précédentes. Nous laissons cette 
déduction comme exercice au lecteur. 

Cotollaire 11.^-^ a étant un nombre quelconque posi-» 
tif ou négatif, si les n quantités ai, ai, a,,. . .^ <2„ sont 
respectivement égales aux n nombres 

on a 

et en désignant par (ù un arc positif-, nul ou négatif^ dont 

la tangente égale 

R sin B 
ï -h rt cos B 
il vient 

rt" siti" B 

F fa) =(i4- tf cosB)" {i-h / taniîwV'^r (i-H / tatigw)" 

^ ' > • ' ° ' tang"&>. • ° ' 

et 

«"sin^B 

F(P) = (i-f-/icosB)"(i — /tahga))'*= ^ (i— /tangto)", 

ou bien 

_, , «"siii'B, , ' X 

F(«) 7= — ; (cos/7b) 4- ' sjn//w) 

et 

ei" sin" B ^ 
F(S) = — : fcos/?w — /sin/îw)* 

^* ^ sin"w ^ ^ 
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d*oà Ton déduit 

8inA-+- (-jflMn(A-|-B)-4- (- j fl»8in{ A -h 2B) 
+ [^\û»sin{A 4- 3B) -+.... + ^H a"nn(A4-/»B) 



(•) 



= — : sin ( A 4- « w ) 

stn"&> • . 



et 



cosA-f- (-jflCOs(A 4-B)-h (- J a'cos(A4-2B) 1 
+ (î\«'*cos(A-h3B)-h.- •+•(-) «»cos(A4-/iB) , 



(^.) 



• û" an'* B , ^ . 

=: — : COS( A -f- «wj. 



Ces deux dernières relations en fournissent plusieurs 

autres qui sont très-remarquables , comme ou va le voir : 

B 
1°. Si a = I , ou peut prendre Tare - pour valeur de w, 

et alors on obtient les deut relations 

sinA-h ^^\sin(A-+-B)4- f ^^ sin(A -f- 2 B) 

4- [^\m»{Ah- 3B)4-...-4- ^^ysin(A -*- «B)l (3) 

B . /. B\ 

= 2" ces" - sin [A-hn-]i 
2 \ 2/ 



cos 



A-+- f- jcos(A4-B) -f- f~ j cos(A4- 2B) 



-f- (?) cos(A 4- 3B) -h., .-h (^]cos(A-|-/iB) / (4) 



B 
= 2" cos" - cos 

2 



144 THÉORIE DBS FONCTIOMS CtRCULAlHÈS. 

les(]uelles donnent, en y faisant A = o, 

£inB-H-( ) sin2B -+-^ ( \sin3B4-... i ^ 

i fn—i\ . ^ a» B . B 

_l — I )sih/iB = — cos^-sin/î- 

n \n — 1/ n 2 2 



(5) 



et 

1-4- (-j cosB-h (^] cos2B-f- ( ^ 1 cos3B4- ... 

,^\ « B B 

-f- ( - I CÔS/zB =r a^cos"- COS/î- 

/i / 2 2 



(-3) 



(6) 



B H 

a^. Si a = — I , on peut prendre l'arc — pour va^ 

leur de w , et alors on trouve que les quatre expiassions • 

sinA— ( -j sin(A4- B)H- (- j sin(A -h 2B) 
- (|\ sin ( A -h 3B) + . . . -+- (-1)" (l) sîn (A + /iS), 

cosÀ — (- ) cos(A -+- B) -f- (^ ) Cos(A -f- 2B) 
-(^\cos(A-4- 3B)4-. .-H(~ij-(^^\cos(A-h/rB), 

siri B — ^ ( -— — r- 1 sin 2 B -f- *- ( .— | sin 3 B — . . . 

1 f n — I \ . 

^ n \n — 1/ 

I — ( - j cosB 4- ( - ) CCS 2 B — ( -r I ces 3 B -f . . . 

desquelles les deux dernières résultent des deux autres en 
V faisanfA = o, sont respectitcment égales aux quatre 
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produits 

(^^)* 2" sin* -sin(A-f-/i-J9 

( V'^)" 2»siû"- cos f A H- /i - K 



(V— i) — »in»-amn-Tï 
« a 2 

( ^— O" i" sin" - co$/i - ♦ 

' 2 2 



ou aux quatre suivants : 

(^ — I )""*"' 2» sin" - cos f A-l- «- |i 
(V=T)"-'2"sin-?sin(A4./i?]i 
(y — i; — sin"-cos/i— » 

/l 2 2 

(V — i)"""* 2" sin" - sin « - ^ 

^ 2 2 

selon que n est pair ou impair. 

On peut encore déduire ce que nous venons de dire 
ici (a®), des relations (3), (4)> (5) et (6), en y chan- 

géant les arcs A et B ^ respectivement en A et H — B. 

H 
3^. Si dans les relations (i) et (2) on pose B = -^9 il 



vient 



-[(T)"-(3)«--(i)"-^->* 

M 

= (i -♦-«*)' sin(A -h /»«) 

io 
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[-(5)--(i)«-(i)°'--]"- 

n 

= (i-H a')»cos(A -f- «w), 
attendu que Ton peut choisir ot) de telle sorte qu an ait 



SlDb) = 



Ces deux dernières relations donneitt, eu jr faisant A=o, 

(t)"- (5)"'-^ (5) '^- (?)'"-^-=('+''')'''"«" 

et 

i — (-\ â'-h (j)^*— (g) «'-♦-• .. = (i-f-«')'"cos/i». 

Presque tout ce qui est contenu dans ce dernier eorol- 
laire est extrait du Mémoire déjà cité de Fuss. 

Les relations (5) et (6) ont été données, avant Fu&s, 
parEuler(*). 

SUR LES QUANTITÉS ITOMTÉRIQUES RÉELLES OU IMAGIVAIRCS. 

86. Théorème. — Si ton. désigne par A et B deux 
nombres quelconques positifs ou négatifs ^ le second seul 
pouifant être nul, on peut toujours déterminer un nombre 
positif lÂ et un arc 6) positif ou négatij tels, que Von ait 

A=îftcosw 'et Bn^fAsinct). (1) 

('.) Nova Acta Acad. Se. intp^ Pclrop., t. VU, ^. 87 etseq., ann. 1789. 
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Démonstration, — Soit a Vwsl quelconque des arcs 

positifs ou négatift dont la tangente égale --• On sait 

«» 

qu'on, a 

taiig (— H 4- «) = tangflt 
et 

cos (— H -h a) == -^ CDS«5. 

Si l'on représente par w celui des detix arcs a et — H -h a 
dom le cosinus est de même signe que le nombre A , et 
par (X la racine carrée positive de la somme A" 4- B*, la 
relation 

B 

taiig « = "T 

donne 



À B d 

cosoi) siow I ^ 
donc, etc. 

Scolie /. — Si a est le plus petit aiT positif dont la 

tangente égale- 9 on a nécessairement 

et 

— H< — H-4-a<H) 

de sorte que dans les égalités (i) on peut, si Ton veUt^ 
considérer Tare w comme étant toujours compris entre 
— H et -h H. 

Scolie II. — Le théorème précédent montre que l'ex^ 
pression imaginaire 

A4-B1 

peut être transformée en la fonction circulaire 

fx(cosw -f- 'sin <>.)). (2) 

Le nombre positif /u. et Tare w sont respectivemcAt ce 

10. 
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qu'on appelle le module et \ argument de l'expression 
A-f-Bi. 

La fonction (2) s'ëcrit assez souvent sous la forme 
abrégée 

et s'énonce fx argumemt &>. 

87. Théorème. — Le module et Vargumcnt d*un pro- 
duit de plusieurs quantités numériques réelles ou imagi^ 
flaires sont respectii^ement égaux au.produit des modules 
de ces quantités j et à là somme de leurs arguments * 

Démonstration, — Si Ton désigne par ju^i yjif >/^s y • • • »|^m 
les modules de m quantités numériques réelles ou ima- 
ginaires , et par oi>i , co, , o), , . . . , ot>,„ les arguments respectifs 
de ces quantités, le calcul des expressions imaginaires et 
le lemme du n^ 82 donnent 

pt, (w,) . fXj (wj) . fta (wg) . . . . |A« (w«) 

donc, etc. 

Corollaire, — Si on a 



et 

il viettt 



|/.i — fia — fA3 — ... — flm 



W, = (1)3 = oi>3 = . , . r=: w^ , 



[f*. («.)]" ^Krf'ww.)- 



Cdlte dernière relation pourrait être considérée comme 
résultant directement de la formule de Moivre (dans le 
cas d'un exposant entier positif) et du calcul des imagi-* 
naires. ^ 

88. Théorème. — Le module et P argument du quo- 
tient de deux quantités numériques réelles ou imaginaires 
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sont respectivement égaux au quotient des modules de * 
ces deux quantités et à la différence de leurs arguments. 
Démonstration. — Si Ton désigne par juii^fAt les mo* 
dules de deux quantités numériques réelles ou imagi- 
naires, et par coi^cot leurs arguments respectifs, on a 
(n« 87) 

fAi(w,) = ;*j{wa). — (w, — «j); 

donc , etc . 

Corollaire, — m étant un nombre entier positif, le 
théorème précédent donne 



i(o) _ 



et comme 



—7 — -—7 = — ( — «iwi) = a ^( — /wwi). 






il vient 

Cette dernière relation pourrait être considérée comme 
résultant directement de la formule de Moivre (dans le 
cas d'un exposant entier négatif) et du calcul des imagi- 
naires. 

RÉSOLUTION DES ÉQUÀTIOUS BINOMES. 

89. Pboblème. — Déterminer les racines de F équation 
binôme générale 

;r«~(A4-B/) = 0, (l) 

m 

à la seule inconnue x^ et dans laquelle m^A^B, sont 
des nombres donnés y le premier entier posàif, les deux 
autres quelconques y positifs y nuls ou négatifs. 

Solution. — Désignons respectivement par [i et w le 
motdule et l'argument de l'expression A -f- B/. 



l5o THÉORIE DES FOMCTIOMS CIlftlULAlllES, 

Pour qu'une quantité numérique, réelle ou imagi- 
naire, ayant le nombre positif r pour modale et Parc 
positif 9 nul ou négatif , (f pour argument , soit racine de 
Téquation ( r ), il est évidemment nécessaire et suffisant 
que Ton ait 

r"^cosmf = ^cosw 
et 

r" sin m ^ = pi sin b> ,^ 

ou., ce qui revient aumên^, 

et 

2 H H- w 

Œ= ï— r 

m 

d'où il suit que les racines de Féquation ( i ) sont toutes 
les valeurs que prend la fonction 



u'" I ces h /sin 

\ m m 



) (a) 



de la variable z , lorsqu'on y égale celle variable succes- 
sivement à chacun des termes de la suite naturelle et 
indéfinie 

De plus ,, a et j3 étant deux termes quelconques de cette 
suite 5 si l'on observe que Tégalité 

2aH -h tt . . 2aH -h o* 

ces " -4- 1 sm 



m m 



33 ços— ' h i sm — ■ 



m m 



a lieu toutes les fois que la différence ql — /3 est un mul- 
tiple positif ou négatif de m, et seulement dans ce cas, 
on en conclut inunédiatemenl que m est le nombre cjes 
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racines de rëquation ( i ) qui soat distinctes les uoes des 
autres, etque pour les avoir il suffit, danà la fonction ( %)^ 
d'égaler s successivement à m ternies consécutifs de la 
suite (3), par exemple aux m termes 

o, I, 2, 3,..., m — I, (4) 

ainsi qu^on le fait ordinairement. 

Scolie I. — Si dans Téquation ( i) on a 6:::^ o, les 
racines de cette équation sont alors toutes les valeurs que 
prend la fonction de la variable z 

^f a«H . 2«H\ 

f*" I ces h I sm ) » 

ou bien celle-ci 



^r (2«-hi)H . (2*-+- i)Hl 
«*"• I CCS i h / sin ^ — I 



> 



selon que Â est positif ou négatif, lorsqu'on y égale cette 
variable z, successivement, à chacun des termes de la 
suite (4). 
De' plus, si la valeur absolue de A est Tunité, on a 

jX" = I. 

Scoliè II. — Pour que Téquation ( i ) admette au inoîns 
une racine réelle, il faut que B soit nul, et qu'on n'ait 
pas simultanément A <^ o et m pair. 

De plus , ces conditions étant remplies, le nombre des 
racines réelles de Téquation en question est deux ou un , 
selon que m est pair ou impair. 

Dans le premier cas , les deux quantités fJt"»ei^ — ^ sont 

les deux racines réelles , et dans le second, cest la pre- 
mière ou la seconde de ces deux quantités qui est la racine, 
réelle , selon que A est positif ou négatif. 
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Corollaire. — Si l'on désigne par « l'un quelconque 
des termes de la suite (3) , les m racines de l'équation ( i ) 
sont évidemment toutes les valeurs que prend la fonction 

a* I cos -^ ' h i sin — ^ ^ 1 

'^ L ^ *" J 

de la variable z , lorsqu'on y égale cette variable , succes-r 
sivement, à chacun des termes de la suite (4)- 

Or, cette dernière fonction peut s'écrire sous la forme 

u"» cos — ^ <■ h /sin -^^ '- — -^-- I 

^ l_ m w J 

/ 2zH . . 2«H\ 

X 1 ces h i sin 1 1 

\ m m I 

et comme l'expression 

Lt* COS — ^ H ' SID — ^^ I 

L /îî ^ j 

piBut être rendue égale à telle ou telle racine de l'équa- 
tion ( I ) , selon le terme de la suite (3] qui se trouve dési- 
gné ici par a, on en conclut immédiatement la pro-r 
priété suivante , savoir : 

Que les m racines de t équation ( i ) s^ obtiennent en 
multipliant l'une quelconque d'entre elles, successive'* 
ment y par chacune des m racines m*"^" de V unité , c'est-' 
à-dire par chacune des racines 4e l'équatiqn binôn^e 

3ff^ I = 0. 



EXTEffSION DE ^A FORMULE DE MOIVRE AU CAS d'uN 
éxPOSAifT FRACTIONNAIRE POSITIF QU IVÉGATIF. 

90. Théorème. — A étant un arc quelconque, positif 
ou négatif, et m, n deux nombres entiers, le premier 
positif et plus grand que Vanité, le second positif ou 
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négatif, si F on considère V expression 

m 

(cosA -h /sinA)" (i) 

comme représentant toute quantité dont la puissance m 
égale 

• (cosA -hïsinA)*, 

cette expression est susceptible de m valeurs distinctes, 
et seulement de m, lesquelles sont données par la Jonc- 
lion 

I cos — A H- I sm — A 1 ( cos h / sin 1 \^) 

\ m m ) \ m m j 

delà variable z, en y égalant cette variable successii^e- 
ruent à m termes consécutifs de la suite naturelle et indé* 
finie 

par exemple y aux m suii^ants 

Démonstration, — Car les valeurs de l'expression (i) 
ne sont autres que les racines de Téquation binôme 

Jif^ — (cos A -f- « sin A)" = o , 

à la seule inconnue x \ donc , ctc . 

Scolie. — Par suite de ce théorème , les deux expres- 
sions (i) et (2) sont considérées comme équivalentes, et 
Ton écrit l'égalité 

N 

(cos A4-' sin kf* 

I n ^ . ^ n A ( 2«H . 22H\ 

= ( cos — A4-' sin — Al i cos h ' sm ) » 

\ m m J \ m rn J 

(fans laquelle z doit être considéré comme désignant un 
nombre quelconque positif, nul ou négatif. 
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Telle est la formule de Molière étendue air cas dVn 
déposant fractionnaire 4 positif ou négatif. 

PROPRIÉTÉS DES RACINES DES ÉQUATIONS BINOMES 
X"* — I = O ET J>^"*-+- 1 = 0. 

91 . Soient les deux équations binâmes 

^ — 1=0 (X) 

et 

r«'-hi = o, (Y) 

ayant respectivement pour seule inconnue x eX, j^ et dans 

lesquelles m désigne un nombre entier positif quelconque. 

Les racines de ces deux équations sont , respectivement, 

toutes les valeurs que reçoivent les deux fonctions (11^ 89) 

cos 4- ' sm Ix) 

mm ^ ' 



et 



(2z4-i)H . . (234-i)H 

cos h I sin i — ( r ) 

m m 



de la variable -z , en y égalant cette variable, successive- 
ment, à m termes consécutifs de la suite naturelle et 
indéfinie 

par exemple , aux m termes o, 1,2, 3,...,/îi — i. 

92. Dans ce paragraphe, ainsi que dans celui commen- 
çant au n^ 124 j nous désignerons par a:^ et j^« (a étant 
supposé être un nombre entier positif, nul ou négatif), 
les valeurs respectives des fonctions (x) et [y) pour 
z =. a\ de sorte que x^. ^^Ja seront respectivement raci- 
nes des équations (X) et (Y). 

Lorsqu'une racinede Tcqualion (X) ou doTéquation (Y) 
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sera désignée par Xa ou y a •> on pourra toujours supposer, 
si Ton veut, que a est l'un des termes de la suite 

Oy I, 2y 39*«>> /w I . 

93. Théorème. — Les racines imaginaires de Vnnc 
quelconque des équations (X) et (Y) sont fleux à deux 
conjuguées. 

Démonstration, — On a évidemment 



a:^ = cos —^ I sm — i 

m m 

et 

[2//11 — fl — i) -4-ilH .. [2(111 — ^i — i)-M]H 
Ya = cos !^— ^ ■ / sin '' — ^ ' — j 



m m 



d*ou il suit que si ces deux racines Xa et j'a sont imagi- 
naires, elles sont respectivement conjuguées aux deux 
autres racines x,».^ et y^^„_i. Donc , etc. 

Scolie I, — Deux racines imaginaires et conjuguées de 
l'une quelconque des équations (X) et (Y) sont en même 
temps réciproques (n*^ 82). 

Scolie II, — Les racines de l'équatioii (i) du n** 89 
sont toutes les valeurs que reçoit la fonction 

i/ ^ . . w\ / 2«H_. . . 23H\ 

lA*" ( cos — h ' sm — 1 ( cos rn i sin ) 

\ m m) \ m ^ I 

de la variable ^, en y donnant à cette Variable , successi- 
vement , les valeurs 

m 

si m est pair, ou bien les suivantes : 

m — 1 
o , I , 2 , o, . • . , - — ^ — - 

si m est impair. 



9 
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Lorsqu'on a B = o, la fonction précédente peut être 
remplacée par la suivante : 

W 2ZH . . . 2ZH\ 

fA* I ces in i sm 1 9 

\ m ^ / 

ou bien par celle-ci : 

nm I cog i < ±1 Sin^ ^ 

L 'w ''^ J 

selon que A est positif ou négatif. 

Dans ces deux fonctions, il suffit toujours de donner^ 
successivement 9 à z les mêmes valeurs que précédem- 
ment (*). 

94. Théorème. — Le produit de deux racines de Viine 
quelconque des équations (X.) e/ (Y) est une racine de 
la première de ces deux équations. 

Démonstration. — Car on a 

Donc, etc. 

Corollaire. — Le quotient de deux racines appartenant, 
toutes deuX| à Téquation (X), ou bien celui d'une racine 
de cette équation par une racine de Téquation (Y), est, 
dans le premier cas, une racine de Téquation (X), et dans 
le second une racine de Téquation (Y). 

Car on a 

Xq = X^ Xa—b =^ ybXa—b—\ 9 

et, par suite, 

— ^^ Xq^ I — ^3 y^—b — I • 

^b yb 



(') Pour la Boconde de ces deux fonctions, il suffit, à la rigueur, 
lorsque m est pair, de donner à z successivement les valeurs o, i, if 
.. m 

' 2 
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95. Théoremb. — Le produit d'une racine de Véqua-- 
tion (X) par une racine de V équation (Y) est une racine 
de cette dernière. 

Démonstration. — Car on a 

Donc, etc. 

Corollaire. — Le quotient de deux racines de Féquation 

(Y), ou bien celui d'une racine de cette équation par une 

racine de l'équation (X), est, dans le premier cas, une 

racine de cette dernière équation , et dans le second , une 

'racine de Téquation (Y). 

Car on a 

Ta = y h Xm-b = ^b ymn4, i 

et, par suite. 

— Xti—éf -" — ya~-b» 

yb ^b 

96* Théoeèmb. — Les puissances entières^ positivées ou 
négatii^es, de l'une quelconque des racines de réqua^ 
tion (X) , sont aussi racines de cette équation. 

Démonstration. — Car, n étant un nombre entier po- 
sitif ou négatif, on a 

♦ 

97. THÉoaÈME. — Les puissances entières et paires , 
positives on négatives y de l'une quelconque des racines 
de l'équation (Y) , sont racines de l'équation (X). 

Démonstration. — Car, n étant un nombre entier po- 
sitif ou négatif. On a 

y ^ — ^Jno-i-n» 

98. Théobème. — Les puissances entières et impaires, 
positives ou négatives, de l'une quelconque des racines 
de l'équation (Y) , sont aussi racines de cette équation. 
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Démonstration, — Car, n étant un nombre entier po- 
sitif ou négatif, on a 






99. Lenime. — a, & et m étant trois nombres entiers, 
le premier positif ou négatif, les deux autres positifs et 
premiers entre eux (*) , si Ion retranche de chacun des 
m termes de la progression arithmétique 

a, <t-h^, rt-t-2^, a4-3&,..., ii -+* (m — i)^, (i) 

le plus grand multiple positif ou négatif de m qui nelç 

surpasse pas , on obtient dans un certain ordre les m restes 

différents 

o, I, 2, 3, . . ., m — I. (2) 

Démonstration, — Désignons par k,k^(k'^k') deux 
termes de la suite (2) , et respectivement par mq^ mq'\es 
plus grands multiples positifs ou négatifs de m (les nom- 
bres Çt ç^ peuvent être nuls) qui ne surpassent pas les 
deux termes a -4- Ar 6 , a + A'A de la progression (1). 

Si l'on pose 

a -^ k b — mq = r et a -{- k' b — mq^ = r\ 

il vient 

Or, comme la différence k — fc' est positive et inférieure 
à m, et que h est premier avec ce dernier nombre, le pro- 
duit (k — V) b ne peut être multiple de w, et par con- 



(^) Deux nombres entiers, positifs ou négatifs, sont premiers entre 
eux lorsque leurs valeurs absolues sont premières entre elles, ou , en 
d'autres termes, lorsqu'ils n'admettent pas d'autres diviseurs communs 
que -+-i et — i. 

Conformément à cette définition, l'unité positive ou négative doit être 
considérée comme un nombre premier avec tout nombre entier positif 
ou négatif. 
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séquenlles deux restes r, r', lesquels sont d'ailleurs posi- 
tifs et moindres que m, ne peuvent être égaux. Donc, etc. 

iOO. Théorème. — Si a est un nombre entier, positif 
ou négatifs premier av^ec m, la racine x« éles^ée aux 
puissances marquées par m termes consécutifs quelcon- 
ques de la progression arithmétique et indéfinie 

dans laquelle r désigne un nombre entier quelconque po- 
sitif nul ou négatif, et k 4in nombre entier positifs pre- 
mier ai^ec m, reproduit toutes les racines de l'équa- 
tion [X). 

Démonstration, — Soit t un terme quelconque de la 
suite ( 1 ) . Les m puissances 

àeXa', sont respectivement égales (n*^96) à 

Or, s étant Fun quelconque des termes de la suite 

o, I, 2, 3, . . ., 'w — I, 

si Ton désigne par r le reste obtenu en retranchant de la 
somme ta-hska le plus grand multiple positif ou négatif 
de m qui ns la surpasse pas^ on a évidemment 

et, par conséquent, en vertu du lemme précédent, les m 
quantités d^ la suite ( a) ne sont autres que les m racines 

de Téquation (X) rangées dans un certain ordre. Donc, etc. 
Scolie /. — La progression (i) comprend, comme cas 
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particulier, la suivante : 

en y faisant 

r = o et A = i . 

Scolie II. — Dans la progression (i) , il y a toujours uti 
nombre indéfini de termes multiples de -^ et se succédant 

de — en — » ou multiples de m et se succédant de m en /w, 

selon que m est pair ou impair. 

Scolie III. — Le nombre m étant plus grand que 2 , si 
Ton désigne par t un terme de la progression (i) tel, que 
2 1 soit multiple de ce nombre m, les quantités 



a' o ' « ' ' 



«—1 
m — a' «—a ' m — a » ' -, ' 



ou bien les suivantes : 



I— I 






a 



ai— I . 
m— fl ' m— « ' m— a ' ' «- - ' 



selon que m est pair ou impair^ sont toutes les racines de 
Téquation (X)* 

101. Théorème. — Si a est un nombre entier positif 
ou négatifs admettant avec m un plus grand commun 
dis'iseur â autre que l'unité ^ la racine Xa élevée aux puis* 
sances marquées par les différents termes de la progrès^ 

sion (i) du numéro précédent^ ne reproduit que les j-ra- 
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cines de V équation hinôine 



m 

x' 



:*— 1 = 0, 

« la seule inconnue x. 

Démonstration. - a' et m' désignant les quotient! 
respectifs obtenus en divisant « et /n par J , on a 



^ 2«'H . . 2rt'H 

Xa=ZCOi — + , sin r- > 



et par conséquent x„ est racine de l'équation x"-' — i = o. 

Cela étant établi , le tbéorème proposé est une consé- 
quence immédiate de celui dunMOO, puisque a' est pre- 
mier avec m'. Donc , etc. 

&ofe.— On appelle racine primiti\>e de l'équation (X), 
toute racine de cette équation qui , étant élevée aux puis- 
sances marquées par m termes consécutifs quelconques de 
Ja progression (.) du n° (00, reproduit toutes les racines 
de la même équation. 

Corollaire I. — De deux racines conjuguées de l'équa- 
tion (X) , si lune d'elles est primitive , l'autre l'est aussi, 
et, par conséquent, cette équation a un nombre pair de 
racmes primitives lorsque m est plus grand que 2. 

Corollaire II. —Le nombre des racines primitives de 
I équation (X) est égal à l'indicateur («) du nombre m. 

Corollaire III. _ Toute racine non primitive de l'é- 
quation (X) est racine primitive d'une équation binôme 

(') Le nombre qui marque combien il y a de nombres entiers positifs 
premiers avec un autre nombre entier positif donné et moindres que 
lui, est ce que plusieurs géomètres appellent l'indicateur de ce dernier 
nombre. 

Les corollaires I et II montrent que l'indicateur d'un nombre entier 
positif plus grand que 2 est toujours pair. 



I I 
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de même forme, x"'' — i = 0, et de degré m' sous-mul- 
tiple de /«. 

Corollaire IF, — Les racines primitives de l'équa- 
tion (X) jouissent de celte propriété caractéristique de 
n'être racine d'aucune équation binôme de même forme, 
telle que x'"' — i = o , et de degré m' inférieur à m. 

Corollaire V . — Si m est un nombre premier, toutes 
les racines de l'équation (X) , excepté la racine égale à 
l'unité , sont des racines primitives de celte équation. 

102. Théorème. — a et n étant deux nombres entiers 
positifs ou négatifs, pour que x" soit une racine primitive 
de r équation (X) , iljaut et il suffit que les deux nom- 
bres a et n soient premiers av^ec m. 

Démonstration, — Pour que x^ , ou, ce qui est la même 
chose Xna-i soit racine primitive de l'équation (X), il faut 
et il suffit, d'après ce qui a déjà été établi, que na soit 
premier avec m. Or, pour que ces deux derniers nombres 
soient premiers entre eux, il faut et il suffit que n et a 
soient premiers avec ni \ donc, etc. 

Corollaire, — Lorsque le nombre- m est plus grand 
que 2, l'équation (X) a autant de couples de racines primi- 
tives qu'il y a de nombres entiers positifs moindres que 

— et premiers avec ni\^). 

Cela résulle immédiatement du théorème précédent et 
d-u scolie ra du n° 100. 



(*) En rapprochant ce corollaire du second du n^^IOl , on en conclut 
immédiatement une propriété d'arithmologie, savoir : que, m étant un 
nombre entier positif plus £^rand que 3, le nombre qui marque combien 

il y a de nombres entiers positifs moindres que — et premiers avec rn, 

est précisément la moitié de Tindicateur de ce dernier nombre. 

Cette propriété, au surplus, peut se démontrer directement, d'une 
manière très-simple. 
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103. Théorème. — a étant un nombre entier positifs 
nul ou négatif, « 2 « 4- 1 est premier auec m , la racine y ^ 
éleuée aux puissances marquées par m termes consécutifs 
quelconques de la progression arithmétique et indéfinie 

,.,2(r_2j^), 2(r~^), 2r, 2 (r4-X) , 2(r4-2^), . . . , (i) 

dans laquelle r désigne un nombre entier quelconque 
positifs nul ou négatifs et h un nombre entier positif >^ 
premier av^ec m, reproduit toutes les racines de l'équa- 
tion (X). 

En s'aîdant de ce qui a été dît au n° 97, ce théorème se 
démontre, pour ainsi dire, comme celui du n° 100. 

ocolie /. — La progression (i) comprend, comme cas 
particulier, la suivante : 

. . ., — 4» — 2, o, 2, 4> • • 1 
en y faisant r = o et A = i . 

ocolie II, — Dans la progression (i) , il y a toujours 
un nombre indéfini de termes multiples de m , et ces ter- 
mes se succèdent de — en - , ou de m eii m , selon que m 

est pair ou impair. 

ocolie III. — Si l'on désigne par ^ t un terme de la 
progression (i) , qui soît multiple de m, les quantités 

r'\ ^'(t-f-^) ^2(/-4-2*) <^<'-^r*) 



m— 2 



OU bien les suivantes : 



•^ a ' y a ' J^^ > • • • ) y » 



a 



II . 
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selon que m est pair ou impair, sont toutes les racines de 
Téquation (X). 

104. Théorème. — a étant un nombre entier positif 
ou négatif, 5z 2 a H- 1 et m ont un plus grand commun 
dii^iseur â autre que l'unité , la racine y a élev>ée aux puis- 
sances marquées parles différents termes de la progres- 
sion (i) du numéro précédent ^ ne reproduit que les -j ra- 
cines de l'équation binôme 



m 

.r I =r o , 



à la seule inconnue x. 

Ce théorème se déduit du précédent de la même ma- 
nière que celui du n° 101 a été déduit du théorème donné 
aun<^100. 

105. Théorème. — a et n étant deux nombres entiers 
positifs ou négatifs, le second seul déviant être différent. 

de zéro^ pour que y^ soit une racine primitii^e de l'é- 
quation ( X ) , il faut et il suffit que les deux nombres 
na-k- i et n soient premiers avec m. 
En se rappelant que 

ce théorème est une conséquence immédiate de celui du 
n^ 102. 

106. Théorème. — a étant un nombre entier positif, 
nul ou négatif y si 1 a -\- 1 est pt^emier avec m, la racine 
y a élevée aux puissances marquées par m termes consé- 
cutifs quelconques de la progression arithmétique et in- 
définie' 

..., i-f-2(r — 2^), i-h2(r— ^j, i^^2r,| . 



DEUXIÈME PARTIE. l65 

dans laquelle r désigne un nombre entier quelconque 
positif y nul ou négatifs et h un nombre entier positif 
premier auec m, reproduit toutes les racines de Véqua^ 

tion (Y). 

En s'aidant de ce qui a été dît au n" 98, ce théorème 
se démontre, pour ainsi dire, comme celui du n** 100. 

Scolie I. — La progression ( i) comprend, comme cas 
particulier , la suivante : 

en y faisant r = o et A= i . 

Scolie II, — Dans la progression ( i ) , il y a toujours 
un nombre indéfini de termes égaux à des multiples de m 

augmentés de A, et se succédant de - en - » ou égaux à 

des multiples de m, et se succédant de m en m , selon que 
m est pair ou impair. 

Scolie III. — m étant pair, si l'on désigne par t un 
terme de la progression (i) tel, que t — h soit multiple de 
/n, les quantités , 

^a' r„ • y a '•••' ^« ' 

sont toutes les racines de l'équation (Y). 

Scolie IV. — m étant impair, si l'on désigne par /. un 
terme de la progression (1) qui soit multiple, de /w, les 
quantités 

^« ' y a ' y a ' • • • ' r. ' 

t-^lk /-M* ,«-♦-«* /4-(m— 1)*; 

y 9y '> Y t* * * ^ Y 9 

«^ m — a — 1 *^ m— a — i «^ m — a — I '' w — a — \ 

sont toutes les racines de l'équation ( Y) . 

107. Théorème. — a étant un nombre entier positif 
on négatifs si 2 a -h i rf m ont un plus grand commun 
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diviseur à autre que V unité, la racine y^ filcvée aux 
puissances marquées par les différents termes de la pro- 
gression (i) du numéro précédent, ne reproduit que les 



m 



j racines de V équation binôme 



m 



à la seule inconnue y , 

Ce théorème se déduit du précédent de la même ma- 
nière que celui du n" 101 a été déduit du théorème donné 
au n" 100. 

Scolic, — On appelle racine primilii^e de Téquation 
(Y), toute racine de celte équation qui étant élevée aux 
puissances marquées par m termes consécutifs quel- 
conques de la progression ( i ) du n° 106, reproduit toutes 
les racines de la même équation . 

Corollaire 1. — De deux racines conjuguées de l'équa- 
tion (Y) , si l'une d'elles est primitive, Tautre l'est aussi. 

Corollaire II, — Le nombre des racines primitives de 
Téquation (Y) est égal à l'indicateur du nombre 2 w. 

Corollaire III. — Toute racine non primitive de l'é- 
(| nation (Y) est racine primitive d'une équation binôme 
de même forme ^'"'-t- i = o, çt de degrç m' sous-mul- 
tiple de m. 

Corollaire IV. — Les racines primitives de l'équa- 
tion (Y) jouissent de cette propriété caractéristique de 
n'être racine d'aucune équation binôme de même forme , 
telle que^"*' -4- i = o , et de degré m! inférieur à m. 

Corollaire V, — Si m est un nombre premier , toutes 
les racines de l'équation (Y), excepté la racine égale à 
— I (lorsque m est ]> 2) , sont des racines primitives de 
cette équation . 

Si m est une puissance de 2 , toutes les racines de l'é- 
quation en question sont primitives. 
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t08. Théorème. — a et n étant deux nombres entiers 

positifs ^ nuls ou négatifs^ pour que y^*"*"' soit une ra^ 

cine primitive de V équation (Y), il faut et il suffit que 
les deux nombres aa-j-i et vtn-^ i soient premiers 
avec ni. 

Démonstration, — Pour que y^^""*^'» ou, ce qui est la 

même chose, /(jn+i)^^.,,, soit racine primitive de l'équa- 
tion (Y) , il faut et il suffit, d'après ce qui a déjà été éta- 
bli , que 2[(2 7î-hi)rt-hw]-l-i ou(2a-f-i)(^«-l-i) 
soit premier avec m. Or pour que ces deux nombres soient 
premiers entre eux, il faut et il suffit que 2rt-f- i et 
2/14-1 soient premiers avec m ; donc, etc. 

Corollaire, — L'équation (Y) a autant de couples de 
racines primitives quMl y a de nombres entiers positifs 
impairs plus petits que le nombre m et premiers avec ce 
nombre (*). 

Cela résulte immédiatement du théorème précédent et 
des scolies III et IV du n° 106. 

i09. Théorème. — Le nombre m étant impair^ si Xa 
et y a sont respectii^ement racines primitiv^es des équa- 
tions (X) et (Y), il en est de même des quantités — j^ 
et — Xa 

Ce théorème est , pour ainsi dire, évident. 
Corollaire, — Lesdeux équations (X) et (Y) ontlemême 
nombre de racines primitives lorsque m est impair. 

HO. Théorème. — n étant un nombre entier positif 
ou négatif la somme des puissances n*^'"*' des racines 

(*) En rapprochant ce corollaire du second du n** 107, on en conclut 
iinmédiatement une propriété d'arithnio]oi;ie, savoir : que, m clant un 
nombre entier positif plus grand que runilc, le nombre qui marque com- 
bien il y a de nombres entiers positifs impairs, moindres que m et pre 
miers avec lui, est précisément la moitié de l'indicateur du nombre 2w. 
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de tune quelconque des équations (X) et (Y) est nulle^ 
excepté lorsque n est un multiple de m. 

Démonstration. — D'après ce quî a été établi aux 
n°* 100 et 106, on a 

pour les m racines de Féquation (X) , et 

*'• *•* V* v' «/.'"""i 

pour les m racines de Téquation (Y). 

De plus , comme les m termes de chacune de ces deux 
suites de racines constituent une progression géomé- 
trique, il vient 



X'; — I 



et 






Or, des quatre quantités a:"? — y'^j j:" et j^*" les deux 

premières étant toutes deux égales à l'unité , et les deux 
autres (n°* 96 et 97) à a:„, il en résulte que 

et que x" — i ou j^'""* est nul seulement dans le cas où 

n est multiple de m. Donc, etc. 

Scolie. — Lorsque n est un multiple mt de m, la 
somme des puissances /i»*'"" des racines de Féquation (X) 
est égale à m , et celle des puissances w»*"»«' des racines de 
l'équation (Y) est égale à m ou à --r m, selon que le 
nombre t est pair ou impair. 

Car , si l'on désigne par k un terme quelconque de h 
suite 

o, 1 , 2, 3, . , . , m — I , 



1 
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on a 

xf" = (af;Y' = I*' = I 
et 

m. Théorème. — Les racines communes à deux 
équations binâmes de la forme (X), 

x~ — 1 = et x»— 1=0, (1) 

sont les racines de V équation 

x^— I =0, (2) 

d désignant le plus grand commun dii^iseur des deux 
nombres entiers positifs m et n. 

Démonstration. — Les quantités -j? "J^^*^ étant res- 
pectivement désignées par m\ n' etz, on peut substituer 
aux équations (i) les deux suivantes : 

i^' — I == o et z»' — I = 0. (3) 

De plus , — j- et — j— étant respectivement les argu- 
ments d'une racine de la première et d^uue racine de la 
seconde de ces deux dernières équations (a et b sont 
nécessairement deux nombres entiers positifs ou négatifs, 
et , comme on sait, on peut , si Ton veut, sans nuire à la 
généralité de la démonstration, les supposer positifs), 
pour que ces deux racines soient égales, il faut et il suffît 
que l'égalité 

2«H ^„ 26H 

— ^=2RHh r-, 

m n 

ou 

soit possible pour une valeur entière de K positive , nulle 
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OU négative, ou, ce qui revient au même, il faut et il suffit 
que a et b soient respectivement multiples de m' et n'^ 
attendu que ces deux derniers nombres sont premiers 
entre eux. 

Ainsi les équations (3) n^ont pas d'autre racine com- 
mune que Funité, et, par conséquent, toutes les racines 
communes aux équations ( i ) sont les racines de l'équa- 
tion (2). Donc, etc. 

H2. Théobème. — Les racines communes à deux 
équations binômes de la forme (Y), 

/'"H-irro et jr" 4- 1=0, (l) 

sont les racines de V équation 

y -+- I =0, 

à désignant le plus grand commun di\^iseur des deux 

nombres entiers positifs m et n, pourvu toutefois que 

m n . ^ , . . 

-^ et -^ soient deux nombres impairs. 

Ce théorème se démontre, pour ainsi dire, comme le 
précédent. 

Scolie. — Les équations ( 1 ) n'ont pas de racines com- 
munes lorsque les deux nombres ^ et -^ ne sont pas tous 
deux impairs. 

113. Théorème. — Les racines communes à deux 
équations binantes , l'une de la forme (X) , F autre de la 
forme (Y), 

xT — 1=0 et /" 4- I =r O , ( I ) 

sont les racines de V équation 

j^ -h I = o , 



DEUXIEMB PARTIE. I7I 

c^ désignant le plus grand commun diviseur des deux 
nombres entiers positifs m et n, pourvu toutefois que -^ 

soit un nombre pair, et j un nombre impair. 

Ce théorème se démontre, pour ainsi dire, comme ce- 
lui du u«m. 

Scolie. — Les équations (i) n ont pas de racines com- 
munes lorsque les deux nombres -j et y ne sont pas , le 
premier pair, et le second impair. 

H4. Théorème. — m et n étant deux nombres entiers 
positifs y premiers entre eux^ si Ton multiplie deux à deux 
les m racines de l'équation 

jo^ — 1 = 0, ( I ) 

par les n racines de l 'équation 

x^ — I = 0, (2) 

on obtient les mn racines de V équation 

jfnn — 1=0. (3) 

Démonstration, ^--boienl et (M les argu- 

m n ^ ' 

ments de deux racines quelconques r et r' appartenant 

respectivement aux équations (i) et (2). 

Commue la somme 

2 {an -h A/ii)H 
mn 



(*) L'observation qui, au n^ ttlj a été placée entre parenthèses, et 
qui est relative aux deux nombres a et h^ s'applique évidemment encore 
aux deux nombres désignés ici par ces mêmes lettres et aux deux autres 
désignés un peu plus loin par les lettres a' et //. 
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de ces deux arguments peut être prise, évidemment, pour 
argument de l'une des racines de l'équation (3) , il en ré- 
sulte que le produit rr* est racine de cette dernière équa- 
tion. 

Maintenant et étant les ars'uments de deux 

m n ° 

autres racines 5 et ^ appartenant respectivement aux équa- 
tions (1) et (2) , pour que les deux produits rr^ et ss' fus- 
sent égaux, on devrait pouvoir satisfaire à Péquation 

— ^ '— = 2 KH H ^ î 

mn mn 

OU 

{a'-a)n=:z{nlL'^b'^h)m, 

par une valeur entière positive, nulle ou négative de K, 
ce qui est impossible , puisque metn sont premiers entre 
eux , et que r et 5 étant deux quantités distinctes , on ne 
peut avoir 

a — fl'= m. 
Donc , etc. 

Scolie. — Pour que deux racines appartenant respecti- 
vement aux équations (i) et ( 2) donnent pour produit une 
racine primitive de Téquatiou (3), il faut et il suffit 
qu'elles soient respectivement racines primitives de ces 
deux premières équations. 

Car, les mêmes choses étant posées que ci-dessus, pour 
que le produit rr' soit racine primitive de l'équation (3), 
ou , ce qui revient au même, pour que an 4- bm soit pre- 
mier avec m/î, il faut et il suffit que a et & soient respec- 
tivement premiers avec m etn. 

Corollaire. — m, , Wj , ma , . . . , /7i„ étant des nombres 
entiers positifs premiers entre eux deux à deux, si Ton 
désigne par 



'"i ) ''2 ) ''3 j • • • > ^n% 
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des racines quelconques appartenant respectivement aux 
équations 

j: •— 1 = O, X * — i = o, .r * — i = o, . . ., .r " — i = o, (4) 

le produit r^rtr^. • •''« et tous les autres produits que l'on 
peut ainsi obtenir, sont toutes les racines de T équation 

De plus, pour qu'un produit tel que r^r^r^. . .r„ soit 
racine primitive de cette dernière équation , il faut et il 
suffit que les n facteurs Tj, Tj, r^ , . . . , r„ qui le constituent, 
soient respectivement racines primitives des équations (4). 

115. Théorème. — met n étant deux nombres entiers 
positifs premiers entre eux, si Von multiplie deux à deux 
les m racines de l'équation 

par les n racines de l'équation 

r"+I=0, (2) 

on obtient les mn racines de l'équation 

j;^" — 1 = 0, (3) 

ou de l'équation 

^m«^j---Q^ (4) 

selon que m et n sont tous deux impairs ou non. 

Ce théorème se démontre , pour ainsi dire , comme le 
précédent. 

Scolie. — Pour que deux racines appartenant respec- 
tivement aux équations (i) et (2) donnent pour produit 
une racine primitive de l'équation (3) ou de l'équa- 
tion (4)5 selon que m et n sont tous deux impairs ou non , 
il faut et il suffit qu'elles soient respectivement racines 
primitives des deux premières équations. 



174 THÉORIE DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 

Ce scolie se démontre comme celui du n° 114. 

Corollaire. — m^^m^^ ma , . . . , m„ étant des nombres 
entiers positifs premiers entre eux deux à deux, et tels, 
que l'un d'eux, par exemple mi, soit pair, si l'on désigne 
par 

des racines quelconques appartenant respectivement aux 
équations 



y -f-i==o,j'-f-i = o,7 5 -h 1=0,.. ., 7 «4-1 = 0, (5) 

le produit r, Tj rs . . . /*„ et tous les autres produits que Ton 
peut ainsi obtenir, sont toutes les racines de l'équalion 



m I iTiii ntit ... ni_ 



De plus, pour qu'un produit tel que r^r^r^. . .r„ soit 
racine primitive de cette dernière équation , il faut et il 
suffît que les n facteurs r,, rj, /'s,. . ., r„ qui le consti- 
tuent, soient respectivement racines primitives des équa- 
tions (5). 

116. Théorème. — met n étant deux nombres entiers 
positifs premiers entre eux, si Von multiplie deux à deux 
les m racines de V équation 

3f^ 1 = (1) 

par les n racines de V équation 

j^»4-l = o, (2) 

on obtient les mn racines de Véquation 

:c^" — 1 = 0, 

OU de V équation 

/'««4-i=o, (3) 

selon que m est pair ou impaire 
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Ce théorème se démontre, pour ainsi dit^c, comme re- 
lui du n« H 4. 

Scolie. — m étant impair, pour que deux racines ap- 
partenant respectivement aux équations (i) et (2) don- 
nent pour produit une racine primitive de Téquation (3), 
il faut et il suffit qu'elles soient respectivement racines 
primitives de ces deux premières équations. 

Ce scolie se démontre comme celui du n° H 4. 

Corollaire. — m^^ m^^ /Wj , . . . , 7n„ étant des nombres 
entiers positifs premiers entre eux deux à deux tels , que 
les n — I derniers soient tous impairs, si l'on désigne par 

des racines quelconques appartenant respectivement aux 
équations 

y ' + 1 = 0, X » — I =0, X ^ — 1 = 0,.., a?" — 1=0, (4) 

le produit r^ r» /'s . . . ' » et tous les autres produits que l'on 
peut ainsi obtenir, sont toutes les racines de l'équation 



01 1 M» M. • • • m,, , 



De plus , pour qu'un produit tel que /'i fj /'a . . . r„ soit 
racine primitive de cette dernière équation, il faut et il 
suffit que les n facteurs r, , rj , rs, . . . , r„ qui le consti- 
tuent, soient reispectivement racines primitives des équa- 
tions (4). 

117. Lemme, — Lorsque le degré m de l'équation (X) 
est une puissance w**'"* d'un nombre premier a , le nom- 
bre des racines primitives de cette équation est 



m 1 1 



i)- 



Dénwnsiration, — Car, si Ton se reporte à ce qui a 
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été dit au n^ iOl (coroU. IV) , on voit de suite que les ra- 
cines de Téquation 



.r* — 1 = 



sont toutes les racines non primitives de Tëqualion (X), 
et que par conséquent le nombre des autres racines de 
cette dernière équation est 



OU 

Donc, etc. 



118. Théorème. — Si a^, «s 9 ^s > • • • 9 ^< sont les fac' 
leurs premiers différents qui entrent dans la composition 
du nombre m , le nombre des racines primitives de Ve- 
quation (X) est 



m 



{-i)(-^)(-.T)-(-y"- 



Ce théorème est une conséquence immédiate du lemme 
précédent et de ce qui a été dit au n®114 (coroll.). 

H9. Théorème. — vSz «j, a, , «3,. . ., «^ sont les fac- 
teurs premiers différents qui entrent dans la composition 
du nombre m^ a^ étant le plus petit de tous cesfacteurSy 
le nombre des racines primi filles de l'équation [Y) est 



m 
ou bien 
2/77 






( ' ) En rapprochant ce théorème du corollaire II du n*» 101 , on obtient 
Texpression générale de Tindicateur de tout nombre entier positif iw« 
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selon (faon a 

a, ^ ou =2» 

Ce théorème est une conséquence immédiate du précé- 
dent, en remarquant que, d'après ce qui a été dit aux 
n*** 101 et 107j(coroll. II) , l'équation (Y) a le même nom- 
bre de racines primitives que Téquation binômex*"* — i =20 
à la seule inconnues. 

Corollaire. — Lorsque m est pair, le nombre des ra^- 
cines primitives de Féquation (Y) est double de celui des 
racines primitives de Téquation (X). 

On pourrait encore ici conclure le corollaire du n® 109. 

120. Théokème. — Étant donné le système des n 
équations 

*« — 1 = 0, a:?— x,=o, xî — ara=o,..., jt^ — :r.«i=o, (l) 

aux n inconnues Xi, jT^, X3 , . . . , Xa.!, x„ , et dans lequel 
l'exposant a est un nombre premier positif, Jt, pour cha- 
cune des solutions de ce système d'équations y on forme 
un produit unique avec les n quantités [ou valeurs des 
inconnues) qui la constituent, les a'^ produits que l'on 
obtient ainsi sont toutes les racines de l'équation 

x«"-i=o. (2) 

Démonstration. — *• Soit 

une solution du système des équations (i). 

D'après ce qui a été établi au n^ 89 relativement aux 
racines des équations binômes , on reconnaît de suite que 
les quantités 

ont chacune l'unité pour module , et que leurs arguments 

la 
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respectifs peuvent être choisis de telle sorte qu'ils soient 
exprimés sous la forme 

2«, H 2 (ûr,-4- flr,a)H a (a, + n, a -4- «3 a*) H 

_ , 

ai , aa , ^t 9 • • • ) ^n étant des nombres entiers nuls ou po- 
sitifs, et moindres que a. 

Si Ton désigne par S la somme de ces arguments, et, 
d'une manière générale, par S^ la somme 

a» H- a' -f- a» H- a^ -+-... -h a', 
on a 

2(0, Sn_. H- g» S„-3 g + ^3 Sn^3 «' "h . . .-hfl|.a»-')H 



2 

et 



a" 



/*, r, Ta . . . r„ = cos 2 -f- 1 sin 2, 



d'où il suit que le produit Tj /'j Ts . . . r„ est racine de l'équa- 
tion (a). 
Maintenant 



X| Tj , JTj — Tj , .TTj ''3 > • • • > •'^n ^, 



n 



9 



étant une seconde solution du système des équations (1), 
comme Targument 2' du produit T^^ r\ r\ . . .r^ peut, d'a- 
près ce qui précède , être choisi de telle sorte qu'il soit 
exprimé sous la forme 

^ _^ 2 (a\ S„„, H- a\ S„^,a + a\ S„^, «« -^ . . . -|- «'„ «—• )H 

2 — , 

a* 

a'j , flj , ûj , . . . , a'„ étant des nombres entiers nuls ou po- 
sitifs, et moindres que a, on voit évidemment que la diffé- 
rence 2-^£' ne peut égaler un multiple positif ou négatif 



J 
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de 2 H., et que par conséquent on ne peut avoir 



t I I 



''i '■«'3 • • • '« — '"i ''î ''3 •••''» • 

Ainsi tous les produits dont il est question dans re- 
noncé du théorème sont non-seulement racines de Té- 
quation ( a) , mais encore ils sont tous distincts entre eux. 

Or, le nombre de ces produits, c'est-à-dire le nombre 
des solutions du système des équations (i), est évidem- 
ment a" ; donc , etc. 

Scolie. — Les mêmes cboses étant posées que ci-dessus, 
pour que le produit r^r^r^. . .r„ soit racine primitive de 
Téquation (2) , il faut et il suffit que r^ ne soit pas égal à 
l'unité. 

Car, pour que la somme 



a, Sn_, -I- «t S„_, a -+- tf 3 S„_3 a' -4- . . . -f- fl« a"-' 

soit un nombre premier avec a", il faut et il suffit évidem-" 
ment que ai ne soit pas multiple de a. 

\ 21 . Théorème. — Étant donné le système des n équa- 
tions 

aux n inconnues y i^ y ^ , j^s , . . . , j^„_i, jn > si^ pour cha- 
cune des solutions de ce système d * équations, on foime 
un produit unique ai^ec les n quantités (ou valeurs des 
inconnues) qui la constituent y les 7,^ produits que Von 
obtient ainsi sont toutes les racines de l'équation 

j2 _|^| =0. 

Ce théorème se démontre, pour ainsi dire, comme le 
précédent. 

1 22. Théorème. — Étant donné le système des n équa- 

12. 
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tions 

jr«4-I = 0, ^«+^', = 0, ^3* — jr,=:0, 

(0 

aux n inconnues Qf^ î y« 5 Ts j X* 9 J«» • • • ? /«-i ? 7»» ^^ ^^"^ 
lequel V exposant a est un nombre premier positif et plus 
grand que 2 , si, pour chacune des solutions de ce sys- 
tème d'équations, on forme un produit unique auec lesn 
quantités (ou valeurs des inconnues) qui lu constituent , 
les a" produits que Von obtient ainsi, sont toutes les ra- 
cines de Véquation 

r«"-hi=o. (2) 

Ce théorème se démontre encore, pour ainsi dire, 
comme celui du n° 120. 

Scolie, — Pour que l'un des produits dont il est ques- 
tion dans ce théorème, soit racine primitive de Féqua- 
tion (2), il faut et il sufiSt que la racine de la première 
des équations (i) , qui y entre comme facteur, ne soit pas 
égale à — i . 

123. Théorème. — Étant donné le système des n équa- 
tions 

J^«-f-I=0, 7f+7,=:0, /fH-/,= 0,..., J«-f-7^,=:0, (l) 

aux n inconnues y i^ y ^ , j^s , . . . , j^n-u /n 5 et dans lequel 
Vexposant a est un nombre prem^ier positif et plus grand 
que Hj sij pour chacune des solutions de ce système rf'é- 
quationSj on forme un produit unique auec les n quanti" 
tés [ou valeurs des inconnues) qui la constituent^ les a" 
produits que Von obtient ainsi ^ sont toutes les racines de 
Véquation 

«*"— 1=0, (2) 
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OU de r équation 

r""-^i = o, (3) 

selon qu'on a, ou non, l'une des deux égalités 

m m 

/i = 4» /ï = 4 — ' • 

Ce théorème se démontre encore, pour ainsi dire, 
comme celui du n^ 12(). 

Scolie. — Pour que l'un des produits dont il est ques- 
tion dans ce théorème soit racine primitive de celle des 
équations (a) et (3) dont il est racine, il faut et il suffit 
que la racine de la première des équations (i) , qui y entre 
comme facteur, ne soit pas égale à — i. 

SUR LES POLYGONES RECTILIGNES RÉGUi^IERS. 

124. Théorème. — Si Von désigne par m, n deux 
nombres entiers positifs, le second moindre que le pre^ 
mier, et, d^une manière générale, par kj, {h étant un 

nombre positif quelconque) V extrémité de F arc — h , 
pour que toutes les extrémités 

Ao , An , Asn , Ajit , . • . , A(m-.i )n t ^ ■ J 

soient distinctes entre elles, il faut et il suffit qui on ait n 
premier avec m. 

Démonstration, — D'abord, lorsque les deux nombres 
m et n admettent un diviseur commun à entier, positif 
et différent de l'unité, les extrémités (i) ne sont pas toutes 
distinctes entre elles, puisque A^ , qui est l'une d'elles, 

coïncide avec Aq. 

En second lieu, r et 5 étant deux quelconques des ter- 
mes de la suite 

o, I, 2, 3,..., m — \y 
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pour que A^„ et A,„ coïncident, il faut que l'équation 

2H 2H 

rn j/i = 2 K,H , 

tn m 

OU 

(r — ^) lï = wK, 

soit vérifiée par une valeur entière, positive ou négative 
de K 9 ce qui est évidemment impossible lorsque m et n 
sont premiers entre eux. Donc , etc. 

Scolie I. — Les deux nombres ni, et h étant supposés 
premiers entre eux, si Ton mène les cordes 

on obtient un polygone régulier (^) de m côtés, inscrit 



(*) Plusieurs points, non en ligne droite, Sj, S,, S, ,. . . , S^ , ctS^, 
étant donnés sur un plan , si , par des droites , on joint le premier de ces 
points avec le second, le second avec le troisième, le troisième avec le 
quatrième, etc., et enfin le dernier avec le premier, on obtient une ligne 
brisée qui limite de toutes parts une certaine portion de la surface plane 
sur laquelle les points ont été donnés. Cette portion de surface ainsi limitée 
est ce qu'on appelle un polygone reciiltgne {ou simplement un polygone)y 
dont la ligne brisée S|S,S,. . .S^^^S^Sj est le contour ou le périmètre. 

Les sommets d'un polygone sont les seuls points qui ont servi à sa 
formation. 

Deux sommets d'un polygone sont dits consécutifs lorsque, dans sa for- 
«nation, ilaont été unis immédiatement par une aeule droite. 

Toute droite qui, dans un polygone, unit deux sommets est appelée 
côté ou diagonale de ce polygone , selon que les deux sommets en ques- 
tion sont consécutifs ou non. 

Deux côtés d'un polygone sont dils consécutifs lorsqu'ils partent d'un 
même sommet. 

Dans un polygone, tout angle compris par deux côtés consécutifs est 
appelé angle du polygone. 

Un polygone est régulier lorsque tous ses côtés sont égaux , ainsi que 
ses angles. 

l}n polygone est convexe lorsqu'il est tout entier d'un même côté de 
chacune des droites indéfinies que l'on peut tracer par ses difierent» 
couples de sommets consécutifs. Dans le cas contraire, il est dit concave. 

Nous avons cru devoir exposer ici ces définitions , parce qu'il nous a 
semblé que dans plusieurs Traités de Géométrie elles étaient dounées 
d'une manière assez imparfaite. 
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au cercle C , et qui est tel , que l'arc positif 

Aq A|| Aji} Ann • • •A(fii — i)nAo 

sous-tendu par son périmètre est égal à a nH. 
Ce polygone régulier est dit de la n**"*' espèce. 
Parmi les différents polygones réguliers de m côtés, 
inscrits au cercle C , qui peuvent ainsi être formés, ceux 
de la première espèce, c'est-à-dire ^ux que Ton considère 
particulièrement dans les éléments de géométrie, sont les 
seuls qui soient convexes ; tous les autres présentent la 
forme d'une étoile, et sont appelés, pour cette raison, 
polygones réguliers étoiles {*). 

Scoli'e II, — n etp étant deux nombres entiers positifs, 
inégaux, moindres que /w, et premiers avec lui, les deux 
polygones réguliers de m côtés que l'on peut inscrire au 
cercle C, l'un de la n'*'"' et l'autre de la p'^'"" espèce, sont 
égaux entre eux toutes les fois qu'on a 

et seulement dans ce cas. 

D'après cela, si chacun des deux nombres n et p est 

moindre que — > les deux polygones dont il vient d'être 

question , sont différents Tun de l'autre. 



125. Théorème. — Le nombre des polygones réguliers 
de m côtés et distincts les uns des autres, qui peuvent être 
inscrits dans le cercle C, est précisément la moitié de l'in- 
dicateur du nombre m. 



(*) Pour la théorie de ces polygones , on peut consulter différents ou- 
vrages, entre autres les Levons nouvelles de Géométrie élémentaire , par 
M. A. Amiot, page 67 ; les Nouvelles Annales de Mathématiques, tome Vlll , 
page 68 , et le Journal de V Ecole Polj^techniffue , X® cahier, page 26. 
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Démonstration, — Si, Si, Sj, , . . , S,„ étant les m soin« 
mets successifs d*un polygone régulier quelconque P, de 
m côtés, et inscrit au cercle G, on peut parfaitement sup- 
poser que le sommet Sj soit Torigine A des arcs, et que 
la direction suivie dans le parcours du plus petit arc a 
sous- tendu par la corde Si Ss, en allant de Si vers St» soit 
le sens des arcs positifs. 

Le polygone P ayant m côtés , le plus petit arc positif 
multiple à la fois de a çt de a H est évidemment m a , et 

par conséquent les deux nombres entiers positifs m et — rr 

sont premiers entre eux. 

De plus , comme a est moindre que H , on a -^—r > — • 

Maintenant, si Ton adopte les notations du n^ 124 et 
que, pour abréger, on désigne par n le nombre entiei: 
• •/«/Ha « 

positii — -j9 comme les m points 

sont respectivement les mêmes que les m suivants 

il est évident que le polygone P dont il est question ici , 
n'est autre que le polygone régulier de m côtés et de la 
j^ieme espace qui a été défini au Scolie I du numéro précé- 
dent. 

De tout ce qui vient d*être dit, et en ayant égard au 
Scolie II du n^ 124, on peut conclure immédiatement 
que le nombre des polygones réguliers de m côtés et dis- 
tincts les uns des autres, qui peuvent être inscrits au 
cercle C, est égal à celui des nombres entiers positifs^ 

moindres que — ? et premiers avec m. 

Ponc (n° 102, note), etc. 
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Scolie, — Tous les polygones réguliers de m côtés et 
distincts les uns des autres, qui peuvent être inscrits au 
cercle G, sont tous ceux qui seraient formés comme il est 
dit au Scolie I du n® 124*, en égalant n successive- 
ment à chacun des nombres entiers positifs, moindres 

m 
que — et premiers avec m, 

126. Théorème. — Si l'on désigne par A ^,n,a) ^^ côté du 
polygone régulier de m côtés et d^ espèce a Ice nombre 

a est supposé moindre que — j inscrit dans le cercle C, on 

a la relation 

A 1» • ^H 
A(«,«) = 2 Rsin • 

m 
Démonstration. — On a 

A(»,«) = -tr > 

m 



et comme (n° 8) 



2 m , an. 

= sin > 



R m 

il vient 

p, 2flH „ . «H 

4=r = 2RS1D 9 

m m 

et, par suite, la relation qu'il s'agissait de démontrer. 
Donc, etc. 

Corollaire^ — La relation connue 



un = V - 

m ▼ 



2aH 

■ — cos 

m 
sin 
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donne 



A(«,a) = R W 2 f I — CCS —^ \ . 

Scolie. — Les mêmes choses étant posées qu au n** 92, 



on a 



A(«,a) = T (Xa — X a] 



ou bien 

selon que a est pair ou impair, et encore 

_R / \ 

A.(j||,a) • l*^fli — a *""■ -^/ii-Hi I 

si les deux nombres a Qt m sont tous deux de mêin^' 
parité. 

De plus, quel que soit a, on peut toujours écrire 

A(w,a) = R V^2 — (x„ -f-;r^_«). 

127. Problème. — Déterminer les huit polygones 
réguliers de dix-sept côtés que Von peut inscrire dans le 
cercle C. 

Solution analytique. — Pour abréger, désignons par A 

1 arc — • 

D'après le corollaire du numéro précédent, le problènac 
proposé sera résolu du moment que l'on connaîtra les 
cosinus des huit arcs 

2A, 4A, 6A, 8A, loA, 12A, i4A, 16A. 
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Pour déterminer ces cosinus, posons 

ces 2 A 4- ces 8 A = (', ( I ) 

cos 4 A-f- cos 16 A = x, (2) 

cos 6 A -4- cos 10 A =j, (3) 

cos 12 A -h cos 14 A = X, (4) 

p^x = t (5) 
et 

Comme on a (n" 69) 

, . c A . Ha cosoAsinSA 

cos2A-l-cos4A-H COS0A4-. . .-hcosioA= ^ , 

sin A 

ei que 

cos 9 A sin 8 A 2 cos 9 A sin 9 A sin 18 A 



— » 



sin A 2 sin A 2 sin A 2 

il vient 

fH-«=:~^. (7) 

De plus, si l'on fait attention qu'un produit de deux 
cosinus peut toujours être transformé en la demi-somme 
de deux autres cosinus, on trouve immédiatement 

iuzrz — I , 

I 

4 

cos 2 A COS 8A = -, cos 4AcosiuA = -> 

2 2 

cos 6 A cos 10 A = -9 cos 12 Acos i4 A = — » 

2 ^2 

d'où il suit que les équations du second degré, à la seule 
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inconnue X , 



X' + ix— i = o, 

2 

X»— rX— 7=0, 
4 

X' — tf X— 7 = 0, 

4 

X»-.i/X-4-- = o, 

X'— a:X-h* = o, 
2 

X'— rX-f-- = o, 
a 

X' — aX4--=o, 
2 



ont pour racines , la première ^ et u, la seconde ueiX,^^ 
troisième j^ et z , la quatrième cos 2 A et cos 8 A, la cin- 
quième cos 4 A et cos 16 A, la sixième cos 6 A et cos 10 A) 
et la septième cos 1 2 A et cos i4 A. 

Maintenant, si l'on observe que des équations (i)? (^)' 
(3), (4)j (5) et (6), résultent immédiatement les rela- 
tions (*) 

p>o, x<^Of V -i- X ou r]>o, 
^>o, z<o, x-hz ou a<Co> 

les sept équations du second degré qui viennent d'être 
formées donneront immédiatement les huit cosinus dont 



( ' ) Pour s^en conrainTre , il suf&t de remarquer qu*on a 

cos 2A + cos 8A = acos 5 A cos 3 A , 

cos j A + cos 16 A = 2C08 ioAcos6A = — aeos 7 A cos 6 A 

cos 6 A + cos I o A = 2 cos 8 A cos 2 A , 
et 

cos 1 2 A ~h cos I .^1 A =. 2 cos 1 3 A cos A = — 2 cos 4 A cos A. 
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il a été question au commencement de cette solution , et 
par suite les côtés des polygones réguliers cherchés. 
Solution géométrique. — Les mêmes choses étant posées 

que précédemment, si l'on 
désigne les longueurs \\^ 
néaires 

Ktf — R«, Rp, — Rx, 

KX «* — R«, 

respectivement par les let- 
'D 1res 

T, U, V, X, Y et Z, 

les équations (5), (6), (7), (8), (9) et (10) donnent 
immédiatement 

U--T =— , V--X = T, Z— Y=U, 
2 




UT = RS 
De plus 9 comme on a 



R^ 
VX=^, 

4 



R^ 



il vient 
et 



€-A=2Rsin-=2R cos 8 A , 

2 

G i3A = 2Rsin i3 — = 2R cos 2 A , 

2 



€A-f- Gi3A = 2Rp=2V 



€A.Gi3A=4R'cos2Acos8A = 2R»^ = 2YR. 

Ces équations étant établies et les mêmes choses étant 
posées que dans la figure du n^ 2, prenons sur le rayon 

A' du cercle C 5 OI = -y-9 et joignons les deux points 
I et B. 
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Soient S et S' les points où la circonférence décrite du 

point 1 comme centre, avec IB pour rayon, rencontre la 

droite indéfinie AA^ 

On a 

OSs BI — 01, OS' == BU- 01, 

d'où 

OS'— OS = 201 = ~, 

2 

OS' . os = BÏ'— ôï'= 5b'= r% 

et, par conséquent, 

OS' = U, OS = T. 

Maintenant, ayant tracé les deux droites BS et BS', 

prenons sur le prolongement de BS, à partir du point S, 

SD = OS, et sur BS', à partir du point S^ S'D'= OS'. 

On a 

BD -^ (BS — OS) = aOS = 2T, 

BD (BS — OS) = Bs'— Ôs'= Ob'= R', 

(B'S'-+- OS') — BD'= 20S'= 2D 
et 



(BS' -h OS') BD' = BS' — OS' = OB = R% 

d'où il résulte 

BD==2V et BD'=2Y. 

Enfin, ayant pris sur BS', à partir du point B, la dis- 
tance BG égale à BF qui est la moyenne géométrique entre 
OB et BE (= BD') , traçons par le point G une perpen- 
diculaire sur BS', et H étant le point le plus voisin du 
point G 9 où cette perpendiculaire est rencontrée par la 
demi->circonférence BHD décrite sur BD comme diamètre, 
abaissons de ce point H la perpendiculaire HK sur ce dia- 
mètre. On a * 

BKH-DK=rBD = 2 V 
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et 

BK.DK = Kh'= Bf' = BD'. OB = 2 YR, 

d'où il résulte 

BK = €^A. 

D'après cela, si du point 6 comme centre, avec BK 
pour rayon, on décrit un arc de cercle coupant la circon- 
férence du cercle C au point L , on aura 

arcBL = A. 

Cet arc étant obtenu, on pourra de suite construire les 
huit polygones réguliers demandés. 

PRO^BliTÉS COlTCEBlfÀlIT CERTAINES FOHCTIONS 

ALGÉBRIQUES. 

128. Notation. — Dans ce paragraphe, ainsi que dans 
le suivant, n elk étant deux nombres entiers quelcon- 
ques, nuls ou positifs, el f[z) une certaine fonction de 
la lettre z , nous représenterons par 



z-=.n 



Texpression 

/(n)./(n -hi)./(« -h 2)./(/2 -H 3). . ./{n + k). 

129. Théorème. — &' l'on désigne par m un nombre 
entier positif y par x une quantité quelconque réelle [alors 
positii^e ou négatii^e) ou imaginaire, et par a un nombre 
positif on a les relations 

1 s=im — I 
.,»._a — 5~''' n rx»-2*û'"cos^i:t^+a"j, (i) 
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et 



a:"« 






»=0 

Démonstration, -^ La fonction 

x' — 'J ara*" ces h û* 



de la lettre z, pouvant s'écrire, évidemment, sous la 
forme 

r d: / ^H . . »H\1 
I .r — à^ I cos h ' sm — 1 I 

L V 'w 'w/J 

r J- / zH ... zHXl 
yc,\x — a^ ( cos î sm — J 1 9 

on voit, de suite, d'après ce qui a été dit au n**89 lou- 
chant les racines des équations binômes 



i»'"» y» rk A» «•îm 



x-"" — fl = o et a:'" 4- û = o , 

a la seule inconnue x^ que les seconds membres des deux 
relations (i) et (a) sont simplement et respectivement les 
résultats obtenus en décomposant les premiers membres 
de ces mêmes relations en facteurs du premier degré par 
rapport à x (*). Donc, etc. 

130. Théorème. — Les mêmes choses étant posées 
que dans le théorème précédent y on a les relations 



^»W+I a 



t=im 






ff=:i 



( * ) Voyez dans les Traités d'Algèbre la théorie de la décomposition des 
fonctions algébriques entières à une seule Yariable en facteurs du premier 
degré par rapport à cette yariable. 
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et 

A A L 2W-f-î J 



«=o 



Ce théorème se démontre comme le précédent. 

131. Théorème — Si Von désigne par m un nombre 
entier positif ^ par x une quantité quelconque réelle [alors 
positiue ou négativ^e) ou imaginaire y par a et h deux 
nombres positifs ou négatifs^ et respectivement par [l et 
w le module et V argument de la quantité a-hbi^ on a la 
relation 






nr , ^ 32H4-W ^1 \ 
I X* — 2 Jt/A" ces h fA* I • i 

5=0 ' 

Démonstration. — L'expression 

et la fonction 

- 2«H4-w - 
*' — axti'^ cos — 4- Lt 



(♦) 



de la lettre z pouvant s'écrire, évidemment et respective- 
ment ^ sous la forme 

[o:^— (fl H- bi)] [jc^ — {a — />«)]> 
^ - ^ (^cos— — ~ ^ I i^m —-r-- j J 



X 



[-/ 2ZH-4-6) .. 2zH-f-o)\ I 
X — up* { cos i sm 1 1 9 



on voit de suite, d'après ce que Ton sait {n° 89) touchant 

i3 
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les racines des équations binômes 

x~— (a 4- ôi)=:o et x"— (fl — ftz) =0, 

a la seule inconnue x, que le second membre de la rela- 
tion (i) est simplement le résultat obtenu en décomposant 
le premier membre de cette même relation , en facteurs 
du premier degré par rapport à x. 

Donc, etc. 

Scolie, — La relation (2) du n° 129 est un cas particu- 
lier de celle qui vient d'être démontrée. 

PROPRIÉTÉS RELATIVES A LA MULTIPLICATION DES ARCS. 

1 32. Théorème. — Si Von désigne par A un arc quel- 
conque positif ou négatifs et par m un nombre entier 
positifs on a les relations 



«rrm— 1 



-, sinA TT r A («-|-i)Hl ,. 

sin/wArra'"-' Il cosA — cos^ — I (l) 

H-cosA AJ^ L ^ J 

et 

gr=m — I 

n' r . (23 -hi )Hi , , 
COSA — COS^ — j. (2/ 

Démonstration. — Les relations du n° 129 donnent 
(en y faisant a = i) 

z=m — I 
X—l TX r * (2-+-l)H "I 

a:""— 1= Il I Jf^ — axcos^ hi h 

X +1 x-i- L '^ J 






nr , (2z-M)H 11 
jc' — 2 j: cos ^ ■ h I 



«=o 
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OU bien 



^ z=m — I 



^ TT r (2-f-i)H II 



I 

^fjn . Il I "" ' -^ ^^^ ■ -1 I » 



X 



et en posant dans ces deux dernières relations 

X = cos A -h / sin A , 

il vient (n«'» 82 et 83) les relations (i) et (a). 
Donc , etc. 

133. Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 
dans le théorème précédent , on a les relations 



A=^."-.sinAn[-{(^±^ + A}], (0 



et 

z=.m — I 



cos«A = .»-. IJ [,i„j^id:^^.A}]. (., 



Z—0 



Démonstration, — En désignant, pour abréger, par 
(f(niy z) la fonction 

[cosA - cos (l±!lH] [cos A - cos^"'-^-)^! 
de w et de Z , le théorème précédent permet d'écrire 



m 

S-= 2 

2 



sin/«A = 2'»-'sinAcosA JJ [f(w,z)], (3) 



«=0 

i3. 
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et «=- 

2 



(•os/wA = a"»-' JJ[l»(2w, 22)], 



(4. 



z=.o 

m — 3 



OU bien i^} 

sin OT A = ?"-' sin A JJ [^> ( /// , z)] , 



(5) 



5=0 

w— 3 



«=1 

1 



cos/wA = z^'-'cosA J][[©(2w, 22)], 



(C) 



«=o 



seloli que m est pair ou impair, et comme on a 

(z-hi)n 

y (,«, z) = ces' A — CCS» — 

if A 2(z-^i)H ']- 
= - I CCS 2 A — ces 9 

2L ^ J 

ou bien . ^ 

on voit, de suite, que les relations (3) et (4), ou (5) 
et (6), peuvent être transformées respectivement en les 
relations (1) et (2). Donc, etc. 

Scolie. — Si l'on se reporte aux choses, établi es dans la 
démonstration précédente, on obtient immédiatement les 
relations suivantes : 



A = 2""-' sin 2 A Jl ces' A — ces' --^j^ — I 



z -0 
z=-m — 2 



— 2""-' sin 2 

2=0 



* n H'^"-IH'^H1' 
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-w-m r (2Z-|-l)Hl 
cos 2 /w A = 2"«-' Yi Uos'A — COS'^ j-^ J 






= 2'"-' 



n H't^'-M'H'^t^-'O 






sin(2/7i-f-i)A^2^'"sinA || cos'A— cos' ^^^_^^ j 



5=ro — 1 



"-"-nHë^-'l'H^"-'!] 



> 



et 



g=in — I 



T-r r (2«H-i)lil 

cos(2 w 4- I ) A= 2"" cos A J[ I cos^ A — cos* f^_^2 



gz=:m — I 



= 2""cosA TT sinm ^ hAjsinl^r Al 



5=0 



RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DU TROISIÈME 

DEGRÉ. 

134. Problème. — Déterminer les racines de Véqua- 
tion algébrique du troisième degré 

x^-^- px -h q = Oy (i) 

dans laquelle les coefficients p et q sont des quantités 
réelles [positives ou négali\^es) ou imaginaires (*). 



(') Lorsque l'un des deux coeffîcienls /> et 7 est nul, la résolution de 
l'équaliou (i) revient à celle d'une équation binôme; c'est pourquoi nou* 
supposons ici que ces coefficients sont tous deux différents de zéro. 
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Solution, — Considérons le système de cette équation 
et de la suivante 

qui renferme les deux inconnues x ex. y (*). 

Si Ton élimine x entre ces deux équations, il vient 



j«4-7r^-(|y = o(^), 



et comme cette dernière équation, à la seule inconnue/, 
est équivalente aux deux suivantes : 



^-f-\/r3y-(i)=- 



(3) 



r'+f + y/(^] + ('^V=o, (4) 



il en résulte que les racines de l'équation (1) sont les va- 
leurs àe X déduites de Téquation (2) en y égalant succes- 
sivement y à chacune des rafcines des équations bi- 
nômes (3) et (4). 

De plus , comme on a 

(- f )^ 



iV(?)"-(i)"= 



2 



\/(1)'- (!)■ 



si Ton désigne par a, (3, y les trois racines de l'une des 

£ £_ 

"3«' Sp' 



équations (3) et (4) , celles de l'autre sont - ^ ' 



( ') La considération de ce système d'équations pour résoudre l'équa- 
tion (1) est due à Viète. (Voyez ses Œuvres, déjà citées, page 123.) 

(') Cette équation a été appelée par Lagran^c la réduite ou la rrsoîvanlc 
de l'équation (i). 
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— ~-^ et par conséquent les six racines de ces deux équa- 
tions fournissent pour valeurs de x satisfaisant à Téqua- 
lioQ (i) , seulement les trois quantités 

-fr P-^' ■'-fy- ■ (^) 

La solution du problème proposé se trouvant ainsi in- 
diquée d'une manière générale, nous allons maintenant 
exposer tous les développements que comporte cette même 
question lorsque les quantités /? et {/ sont réelles, posi- 
tives ou négatives. 

Nous distinguerons à cet égard deux cas, et dans cha- 
cun d'eux nous désignerons par Xi, x, , x^ les trois ra- 
cines ( 5 ) de Téquation ( i ) . 

Premier cas, — On suppose 

Si Ton désigne par a Tune des deux racines cubiques 
imaginaires 



de l'unité, et par A Tune des racines cubiques de la ([uan- 

7 -^v/(lF(F- 

il vient 

A, Afl, Aa% 

pour les racines de Tcquation (3)-, d'où il résulte cjue 
l'on a 

x._A--— , 



[ 
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ex 

v1 A «' 3 A 



Si Ton suppose 



1 v/3 . 
</ = K — #, 

2 2 



il vient 



'•=-j(-3^)-f(--,^)' 

'.= -i(*-n)-T(*-f*)'- 

Diaprés ce qui précède , et en supposant , ainsi que nous 
le ferons toujours dans les calculs qui vont suivre , que 
l'on ait désigné par A la racine cubique réelle de la quan- 
tité (7) , on voit que Téquation (1) admet , dans le cas de 
la relation (6) , une racine réelle et deux racines imagi- 
naires conjuguées. 

Cela posé, voyons Temploi avantageux que l'on peut 
faire des fonctions, circulaires pour le calcul des racines 
Xi ) JTj et ^^3. 

1°. Si p est positif, désignons par &) et (f les plus petits 
arcs positifs dont les tangentes égalent respectivement les 
pombres 



P 



«^^ 



il 



i\ •" r^â 



Ou a 



y 2\ COSw/ T COSW \3/ 
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et , par suite , 






a:,= — - ( ^j [tangtp — coty — V3(langy-f-cot^)i], 



- (^) [taDg<p--cot(j)-+- v/3(tangy-h cotç)/], 



ou bien 



(0^ 



a 1% cot2(p, 



\3/ \ sin2(p y 

^3= Kl (cot2f — -T^n- 

\3/ \ sin2<p / 

2^. Si /7 est négatif, désignons par o) et f les plus petits 
arcs positifs tels que le sinus du premier et la tangente 
du second égalent respectivement les nombres 



Mf '' H^) 



On 

' P 



= y ~|(ï~^os«) = \/-'7sin^^ = ~^- 



3/ f'»"g?5 



et, par suite 



a;,~— / — -?\ (tang<p -hcot<p) 
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et 

^,=r- (—5) [tangïpH- cot^ — s/3 (tangcp — cot(p)/], 

jr3=-(— ^1 [tang(p -|-cot(j> -+- v/3 (tangtp — col(p)i], 
ou bien 



'■=-H) 



pV 2 

9 



/ sin 2 flp 






Second cas. — On suppose 



:r)V(i)'ïo. 



Si Ton désigne par w l'argument de la quantité 



-f-V(-i)"-® 



les racines de l'équation (4) sont les valeurs que prend 
la fonction 

PY f 23H-f-W . 23H4-W 

-3) p—1 +'*'n--3— 

de la variable 5 , en y donnant à cette variable successi- 
vement les valeurs o, 1,2, et comme , pour toute valeur 
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de ^ , on a l'égalité 

3 



(-3) H— 3-- 



. 2ZH -4- 

, sm ;. — 



61 



2ZH -f- w 2zH -I- 
cos .s — ' sm _ — 



a> 



il vient 



''=='(-5) ""^l 

"=»(-?)* 



2 H -h w 
cos = 



et 

/i\' 4H4-W / /i\'' aH — « 



=»(-! 



j:, = 2 I — - cos =: =2 — ~ cos 



3 V 3/ 3 



D'après cela, on voit que dans le cas de la rela« 
tion (8)9 les racines Xi, Xt, x^ de l'équation (1) sont toutes 
réelles (*). De plus, on peut reconnaître très-facilement 
que ces racines sont distinctes entre elles toutes les fois 
que la quantité 



n'est pas nulle. 



(!)'-©' 



(*) Lorsque, dans le cas de (^) H-(-) <Io, on résout le problème 

proposé par le secours seul de Tanalyse algébrique , sans faire usage 
des fonctions circulaires, les racines de Téquation (0 se présentent sous 
forme imaginaire , et ne peuvent se réduire à la forme réelle qu'en ayant 
recours à des séries non terminées ; c'est pourquoi le cas en question est 
désigne, par les géomètres, sous le nom de cas irréductible de Téqua- 
Uon (1). 
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Lorsque celte dernière quantité est nulle, on a 



I 



ou bien 



*'=K~^) ' ^'='. = -(-5)' 

selon que le nombre q est positif ou négatif. 

Scolie, — Les procédés indiqués précédemment pour 
résoudre Téquation (i) peuvent aussi conduire à la dé- 
termination des racines d'une équation du troisième de- 
gré à une seule inconnue x^ telle que 

x^ 4- P, .r^ H- Pa^r -f- p^ = o , 

et dans laquelle les coefficients Pj, Pj , Ps sont des quan- 
tités réelles (positives ou négatives et différentes de zéro, 
sauf Pj qui peut être nul) ou imaginaires , car il suffit de 

P 

changer, dans cette dernière équation, x gïix — ~ pour 

la ramener à la forme de l'équation (i). 
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TROISIÈME PARTIE. 

ÉTUDE ÉLÉMENTAIRE ET GÉOMÉTRIQUE DES FONCTIONS 

CIRCULAIRES. 



RAPPORTS TRIGOJVOMÉTRIQIJËS DES ANGLES RÊCTILIGNES 

OU DIÈDRES. 

135. Si Ton désigne par A un angle rectiligne ou dièdre 
quelconque , et par a Tare positif qui correspond à un 
angle au centre égal à cet angle rectiligne ou à Tangle 
rectiligne qui mesure cet angle dièdre, les six rapports 
irigonométriques 

sina, tanga, séca, cosa, cota et coséca, 

de cet arc, sont respectivement ce qu'on appelle le sinus j 
la tangente, la sécante , le cosinus, la cotangente et la 
cosécante de l'angle A , ou indistinctement les rapports 
trigono métriques de cet angle. 

PROPRIÉTÉS RELATIVES AUX TRIANGLES RECTILIGNES. 

136. Notations. — Dans la suite de cet ouvrage, lors- 
qu'il s'agira d'un triangle rectiligne ABC, c'est-à-dire 
d'un triangle rectiligne ayant lés trois points A, B, C 
pour sommets, nous désignerons toujours par a, 6, c les 
trois côtés de ce triangle respectivement opposés à ces 
sommets , et par A , B , C les trois angles du même triangle 
respectivement non adjacents à ces côtés. 
• Lorsque le triangle ABC sera rectangle, le côté a sera 
toujours supposé être l'hypoténuse, et par conséquent 
V angle A sera droit. 
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Ces mêmes notations seront aussi appliquées aux tri- 
angles sphériques. 

137. Théorème. — Dans tout triangle rectUigne, les 
côtés sont proportionnels aux sinus des angles non adja- 
cents. 

Démonstration, — Soit ABC un triangle rectiligne 
quelconque. 

Si l'on désigne par a , (3, y les arcs qui , sur la circon- 
férence du cercle circonscrit à ce triangle, sont respecti- 
vement interceptés par les côtés des angles A, B, C, et 
par r le rayon de celte circonférence, on a évidemment 



(-) 

smA r= sm- = ^ ? 

2 r 



sin B = sin - = 



m — ^^ 



2 



2 r 



et 



inC= sin - = 



c 

2 



d'où l'on tire 



sin 



a 



2 r 



sin A sin B sin G 



Donc, etc. 

Scolie. — On a 

a 



sin A 



= 2r. 



Corollaire. — Lorsque le triangle ABC est rectangle, 

on a 

sinC = cosB, 

et, par suite, 



ù c 

sm B ces B 
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(1 OÙ roii tire 

^ = /2sinB, c = flcosB et A=clangB, ou c = b colW. 

138. Théorème. — Dans tout triangle rectiligncy le 
carré d'un côté est égal à la somme des carrés des deux 
autres côtés ^ moins le double produit de ces deux derniers 
côtés multiplié par le cosinus de leur angle. 

Démonstration, — Soit ABC un triangle rectilîgne 
quelconque. 

Si , ayant abaissé du sommet C la perpendiculaire CD 
sur la droite AB, on désigne par à la distance AD afleclée 
du signe + ou du signe — selon que Tangle A est plus 
petit, ou non, que Tangle droit, on sait quo Ton a 

et comme le triangle rectangle ACD donne (n*' 137) 

S =i b cos A , 

il vient 

a^=:b^-^c^ — ibc cos A. (i) 

On démontrerait de même que Ton a 

é'=rt'4-c* — 2accosB, (2) 

et 

r^ = «»-+- 6»— 2 ûf 6 cos C. (3) 

Donc, etc. 

Corollaire. — En recourant aux formules du n*^ 31, on 
voit de suite que les relations , objet du théorème précé- 
dent , peuvent être transformées en les suivantes ; 

A A 

a^=:{b — ej*-f- 4^^si'^'- = (^ -hc)* — 4^^^^*'" ' 

B B 

b^= [a — c)'-h /^ac sïn^ - = (^ 4- <:)» — /\accos^- y 
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et 

C C 

r' = (fl — />)'-+ 4«^sin*- z= {a -h by — ^ab cos* — 

Scolie I, — On peut déduire le théorème précédent de 
celui du n® 137. 

En effet, les relations 

n b û 



sin A sin B sin G 
donnent 

«' b^ c^ ^bccosX 



sin'A sin^B sin'C 2 sinB sioCcosA 

^«4- c» — s^ccosA 
sin*B-+-sin'C — 2 sin B sin C ces A 

et comme (n° 38) 

sin' A = sin'B -+- sin'C — 2sinB sin C ces A, 

il vient la relation (i). 

On démontrerait de même les relations (2) et (3). 

Scolie II, — Du théorème précédent, on peut déduire 
celui du n° 137. 

En effet, la relation (i) donne 



et, par suite, 



a^ 



ces A == ; i 

2 bc 



fl» 4 a' b' c^ 

, ou -r-rr = . ,, , /,, . — : rr.. 1 



I— cos'A sin» A 4^2^^— (6'-f.c»— fl')» 

ou bien 

a^ 4 g} b^ c^ 

sin» A ~~ 2{fl»^»~h û'c»-f- b^'c') — (ij< -»- b* -\- c") 

Comme le second membre de celte dernière égalité est 
une fonction symétrique (Inlrod., n° 9) des lettres a, i, ^f 
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On en conclut immédiatement qu'en opérant sur les rela- 
tions (2) et (3) comme nous venons d'opérer sur la rela- 
tion (i), on trouvera nécessairement pour chacune des 

quantités -r-^^ •"^itt» ^^ même Valeur que celle que nous 

venons d'obtenir pour -r-YT» ®^ ^^^ P*** conséquent (vu 

que les rapports trigonométriques sinA, sinB et sinC 
sont tous positifs) on peut écrire 

a b c 



sin A sin B sin G 

139. Théorème. — Dans tout triangle rectiligne itn 
côté quelconque est égal à la somme des produits obte- 
nus en multipliant chacun des deux autres par le cosinus 
de l'angle qu il forme auec le premier côté. 

Démonstration. — Soit ABC un triangle rectiligne 
quelconque. 

Si , ayant abaissé du somniet C la perpendiculaire CD 
sur la droite AB , on désigne par â la distance AD affectée 
du signe -+- ou du signe — selon que T angle A est plus 
petite ou non, que Tangle droit, et de même par J' la 
distance BD affectée du signe + ou du signe — selon que 
Tangle B est aigu ou obtus , on a évidemment 

et comme les triangles rectangles ACD et BCD donnent 

(nM37) 

3 =1 b ces A , $' = a cos B , 

il vient 

c = dcosB -f- b cos A. (0 

On démontrerait de même que l'on a 

6 = <icosC-f- ccosA, (^) 

.4 



^> 
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et 

a =1 b cosC -h rcosB, (3) 

Donc, etc. 

Scolie I. — Le théorème précédent peut se déduire de 
celui du n® 137. 

En effet , les relations 



sinA sinB sinC 
donnent 

a cosB b cosA c a cosB -+- b cosA 

sinAcosB cosAsinB sinC sin(A-i-B) 

et comme 

sinC = sin(A-|- B), 

il vient la relation (i). 

On démontrerait de même les relations (2) et (3). 

Scolie II, — Du théorème précédent on peut déduire 
celui dun^ 137. 

En effet, les relations (a) et (3) donnent 

fl' — 6'= [a cosB — b cosA) c, 

et à cause de la relation (i) , il vient 

û* — ^' = a^ cos* B — ^' ces* A , 
ou bien 

fl' (i— eos'B) = b^ (i— cos' A) ^ 

ou bien encore 

g' _^ b^ 

sin*A ""■ sin*B' 
doà 



sinA sinB 



C^ 
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On dënioiitrciaît de même que Pou a 



a c 

sin A sin c' 

Scolie ///. — Le théorème précédent peut se déduire 
de celui du n^l38, en ajoutant les trois relations, objet 
de ce dernier théorème, deux à deux , membre à membre, 
et réduisant. 

Scolie IV, — Du théorème précédent on peut déduire 
celui du n^l38, en ajoutant les trois relations 

«'=z=(AcosC -H ccosB)a, 
h^ == (acosC -H ccosA) ^, 
c' r= ( flf cosB 4- h cos A ) c , 

membre à membre, après avoir multiplié les deux mem- 
bres de l'une quelconque d'entre elles par — i . 

DIVERSES EXPRESSIONS DE l'aiRE d'uN TRIANGLE 

RECTILIGNE. 

140. Théorème. — Voire d'un triangle rectiligne est 
égale à la moitié du produit de deux quelconques de ses 
côtés, multipliée par le sinus de leur angle. 

Démonstration* — Sojt un triangle rectiligne quel- 
conque ABC. 

Si roTi désigne par S l'aire de ce triangle, et que du 
sommet Â on abaisse la perpendiculaire AD sur la droite 
BC , on sait que l'on a 

S = -. AD, 

2 

et comme le triangle rectangle ACD donne 

AD = 6 sin C, 

i4. 
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il vient 



S = — sinC. 

2 



Donc, etc. 



\M. Théorème. — Laire d'un ttiangle rectiligne est 
égale à la moitié du carré de Vun quelconque de ses 
côtés j multipliée par le produit des sinus des angles ad- 
jacents à ce côté^ et diuisée par le sinus du troisième 
angle. 

Démonstration. — Les mêmes choses étant posées que 
dans le numéro précédent , la relation 

a b 

sin A sin B 

donne 

siûB 

b = a'-. — -y 
sin A 

et , par suite , il vient 

^b . ^ _ 11» sinB sinC 

— smC, ou 8 = —* — : . 

2 2 sm A 

Donc, etc. 

EXPRESSIONS DES RAVONS EIES CERCLES INSCRIT tf 
EX-ITïSCRITS A UN TklAj?GLE RECTILIGNE. 

142. Théorème. — Le rayon' du cercle inscrit à un 
triangle rectiligne est égal à V excès de son denurpé^' 
mètre sur l'un quelconque des trois côtés ^ mullipliép^^ 
la tangente de la moitié de V angle opposé à ce côté. 

Démonstration, — Soit ABC un triangle rectiligne 
quelconque. 

Désignons par O le centre du cercle inscrit à ce trian- 
gle, par r' le rayon de ce cercle, et respectivement pa'' 
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D, E, F les points de contact du même cercle avec les 
tfoîs droites BC, ÂC, AB. 

Le triangle rectangle AOF formé en joignant le point 
O à chacun des points A et F, donne 

OF ou r'zrrAFtang— j 

et comme on a 

AF=:AE, BD = BF, CD = CE, 

il vient, en désignant par p le demi-périmètre du triangle 
ABC, 

AF-f-BD-+-CD=y?, 
d'où 

AF =/? — «, 
et, par suite, 

r^z=z{p^a) tang ~. 

On démontrerait de même que Ton a 

B C 

r' = (/? — 6) tang - = (^ — r) tang -• 

Donc, etc. 

Corollaire. — On a 

A B ~" C 

col —■ cot - cot - 

2 2 2 

143. Théorème. — Le rayon de l'un quelconque des 
cercles ex-inscrits à un triangle rectiligne est égal à son 
de mi- périmètre multiplié par la tangente de la moitié de 
l'angle dans l* intérieur duquel se trouvée le centre de ce 
cercle. 

Démonstration. — Soit ABC un triangle rectiligne 
quelconque. 
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Désîguous par r^ le rayon du cercle ex-inscrit à ce 
triangle , dont le centre O se trouve dans l'intérieur de 
Faille A , et respectivement par D , E , F les points de 
contact de ce cercle avec les trois droites BC, AC, AB. 

Le triangle rectangle AOF formé en joignant le point 
à chacun des points A et F, donne 

OF ou r« == AF . rang -- 9 
et comme on a 

AF = AE, AF=AB-+-BD, AE=AC-f-CD, 

il vient, en désignant par p le demi-périmètre du triaogle 

ABC, 

AF + AE ou 2AF=2/?, 

et , par suite , 

A 

r« =r /» taog — . 

En désignant de même par r^ , i\ les rayons des deux 
autres cercles ex-inscrits au triangle ABC, et dont les 
centres se trouvent respectivemeut dans l'intérieur des 
angles B, C, on démontrerait de même que Ton a 

B C 

/"i =/^ lang--. re:=/3tang-' 

Ponc, etc. 

Corollaire. — On a 

P P P 

n=—j^, r,= — g et r, = -—. 

cet — cot — cet — 

2 2 2 

PROPRIÉTÉS RELATIVES AU QUADRILATÈRE RECTILIGNE. 

144. Théorème. — Si l'on désigne par a, è, c, d les 
quatre côtés successifs d^un quadrilatère convHixe et in- 
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scriptible <i par ip son périmètre^ et par {ti^b) V angle 
des deux côtés a^b^ on aies relations 

1 ab -\- cd 

2. ab ^ ca 

Démonstration, — On a 

«2 -H 6^ — !xab cos (a, 6) = c' -4- ^T 4- 2 cd cos (a, b) , 
ou bien 

(« _ ^)» -h 4 ab sin» ^^ =(c -h dy - 4crfsin^^\ 

(« 4, 6):. --. 4fl^ cos» (fii) =: (C - cf )' -h 4 c./ COS' ifîi^\ 

d'où ron tire les relations 



2 4 (^^ "+■ ^^) 

cos' (^ = {"■^rby-^c-dy ^ 

2 4 (^^ ■+■ ^^) 

qui se transforment immédiatement en celles qu'il s'agis- 
sait de démontrer. Donc, etc. 

Corollaire I, — On a 

Corollaire II. — La relation connue 
donne 
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14S. Théorème. — Si Von désigne par 5, à' les deux 
diagonales d'un quadrilatère com^exe quelconque , par 
Bl'un quelconque des angles quelles forment entre elles ^ 
et par S la surface de ce quadrilatère , on a 

S = — sin ©. 

2 

Démonstration. — Soit O le point de rencontre des 
deux diagonales d'un quadrilatère convexe ABCp, on a 

aire AOB = sm , 

2 

aireBOC = sin ô, 

au'e COD = sin , 



A^v^ OA.OD . ^ 
aire AOD = sin G , 



d'où l'on tire 



_ (OA -+- OC) (OB -h OD^ . ^ 

S = • i '- sin ô. 

2 



Donc, etc. 



l^ROPRIÉTÉS RELATIVES A LA DIVISION DE LA CIRCONFÉRENCE 

DU CERCLE EN PARTIES ÉGALES. 

446. Notations. — Dans ce paragraphe, m étant un 
nombre entier positif quelconque, et z l'un des termes de 
la suite 

o, I, 2, 3, 4>--'> 2 m — I, 

nous désignerons^ d'une manière générale , par A, Texlré- 

XJ 

^lité de Tare positif— z, et par M. , P., Q, les distances 



I 
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respeciives d'un point quelconque S du plan du cercle C, 
au point Â., à la tangente en ce point au même cercle , et 
au rayon OÂ» prolongé indéfiniment. 

147. Théorème. — Si Von désigne par A la plus 
courte distance des deux points O et S , et par a> le plus 
petit arc positif dont l 'extrémité est située sur la droite 
joignant ces deux points , ou sur cette droite prolongée 
seulement dans la direction de O vers S, on a les relations 



( •. I =1 — 2l-~) cos/wwH-l— 1 

\AAAA A/ \^) \A/ 



2m 



et 



/M.M^MsM, M«.A» , /R\- , /K 

( : • • • I = I -4- 2 ( — I ces w w + I — 

\AAAA à / \Ay \^. 

Démonstration, — Le triangle recti ligne OA,S donne 

(nM38) 



à'ov 



ou 



(Ma M2 M4 Me M ai,- A 
A A A A "' A / 



«=m— I 



2=0 

et 

M. MaM.M, M,^-A^ 
A A A A '" A 
z=-mT— I 



z=.o 
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Or, d'après le n^ 131 , on a les relations 

n [•-4''»''(^-'')+(^)'] 

R \ m / H \ îm 



= 1 — ^ 1 "T 1 ^^^ ^ 



«+(1) 



et 



donc, etc. 

Scoli'e. — Le théorème précédent a été découvert par 
Moivre (Abraham). Il se trouve indiqué dans l'ouvrage 
publié par ce géomètre , sous le titre : Miscellanea ana^ 
lytica de seriebus et qiiadraturis , 

Corollaire /. — On a 

/MqM.m^m, M,^_, y /M. M3M5M, M,^_. y 



=4-(t)"] 



Si A ;= R, c'est-à-dire si le poitit S est sur la circonfé- 
rence du cercle C , on voit de suite ce que devient cette 
dernière relation. 

Corollaire II. — Lorsque les points Aq, S et O sont en 
ligne droite, de telle sorte que l'un ou l'autre des deux 
points Ao et S soit situé entre les deux autres, on a a> = o, 
çt , par suite , 



Mo M, M4 M« M. 



'lin- 

• • • 



--[-(?)"] 



À A À A A 

M, M3 M, M; M,«_. _ ^ / R ^ *" 



A A A A A \ A 
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Relativemeut à la première de ces deux dernières rela- 
tions, il va sans dire que son second membre doit être 

considéré comme étant — 1 i — ( - ) U ou i — ( r ) ' 

selon que le point S est situé ou non dans F intérieur du 
cercle G. 

Ces deux relations qui se sont présentées ici conmie 
conséquences immédiates du théorème de Moivre, ont 
été énoncées pour la première fois par le géomètre anglais 
Cotes (Roger) dans son ouvrage intitulé : Harmonia 
mensurarum , swe analysis cl synthesis per rationuni et 
angulorum mensuras promotœ. 

148. Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 
dans le théorème précédent ^ si Von désigne par x l'une 
quelconque des deux racines (réelles ou imaginaires) de 
Inéquation 



I R 

•r Â 



on a les relations 

Po Pa P4 Pc Pa«— a 

S'A" Â~Â" Â^ 

et 

Pi P3 P& Pî PsM— I 



= (2:r)~'"(i — ix^cosmtù -h x"") 



• • 



^ ^ ^ ^ a 

Démonstration. — On a 

R — P,=: Acos 



= (2 j:)-"'(i-4- 2J:"cos/ww-h J?"")' 



("^-) 



d'où 



P. R /2II 

_ = -_cos(-._«,, 
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OU bieu 

~ = (2j:)-' j I— 2j:cos ( ^ wj 4-^' 



et, par suite, 

Po P» P4 Pfi Psm— 2 



• • • 



Â A A A A 






P, P3 P5 P, P,«_ 



3M— I 

• • • a^^BBassB 



A A A A A 

5=:WI — I 



= (.xr- JJ [,-a;ccos( ^^'+'^" -.)+.'] 



5=0 



Or le théorème du n® 131 donne 



z=m — I 

JJ I — 2xcos( wWj:' =1 — 2jc«c0SW6)+J?*'" 



«=0 

et 

z=m—-i 



n [.-..™(&i±i)s_.),..] 



i-h 2 j;"* ces w w -h a"" ; 



donc, etc. 

Scolie. — Comme on a 



I R 

or •+- - = 2- , 

JF A 
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une formule connue d'algèbre donne 

— (a:^4-4r-*) ou {2x)-'"(i-f- x"") 

4\W ~"2.4»\ I j \a) \ 

-3-^(^){r-- 1 

Corollaire. — Lorsque le point S est situé sur la cir- 
conférence du cercle C , c'est-à-dire lorsque A = R , on a 
j:=i, et, par suite, 



P.P,P4P. P«-7 I . ,ww 

A A A A A 2"—» 2 



A A A A A 'a!"""^ 2 

P« Pj P4 Pe Pj»— 1 . Pi P3 Ps P? Pîm— I 



• • 9 B^^— •— «P^ "■■^* I ■" »•» HMIM • • • 



AAAA A AAAA A a"-'' 

P.P3P5P7 Efîîzî — ^« £? £* ?î P»— 2 _ I 

AAAA*" A TaAa'" a — ^'n-^^^^^'^ 

Po Pi Pa P3 P4 Pa«— 2 Pa«i— I ï . ^ 

= ,_ . sin^ /ww. 



AAAAA A A 4" 



I — 1 



La troisième de ces cinq dernières relations a été dé- 
couverte par Wallace, géomètre écossais. 

149. Théorème. — Les mêmes choses étant encore po- 
sées que dans le théorème du n® 147, on a les relations 



H-r- 



-îi- -^ -^ ~ • . • -^^^ — =1 I sin ntfjd 

AAAA 



et 

Q« Q«H-. Q-^» Qm^z Qm- ' ' ^ '"- • 



-— • . 



--ay 



sinw&i. 
A 
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Démonstration . — On a 






Q.= Asin (*i \, I 



et, par suite, 

z=m — I 



????•■•'-?= n h(-v)] 



5=0 
gr=m — 2 



=(-')---» n [-f-^^--!] 



«=m— I 



Q« Qm-Hi Q»i-»-3 Qm+a Vam— i 



A & à à Â 

«=0 
5=171 — 2 



= nH^^H] 



= — sin w 

S£=0 



n hr^^"-"|] 



Or la relation (i) du n° 133 donne 

z=m — 2 

nr . I (2 -+- i)H )~| I sin/7iu 

et 

2=:m — 2 

nr . ( (2-4- 1) H . ri i sinmw 

donc, etc. 

Corollaire /. — On a 

AAAA'"*A ^ ^A A A A '**A 



I 



d'où ! 

Q. . / zH\ . r(2/7i-«)H 1 

-^ = sin ( w ) = sin -i h b> h 

A \ 'w / L 'w J 
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et 



Q.Q.Q1Q3 Q»m-. 

A A A A "* A 



=-(-? 



m-i 



sin'//îw. 



Corollaire IL — Si , m étant impair, on a 



H 

W = - J 

2 



il vient 



m— I 



Qo Q. Qa Q3 Q«-. 

A A A A "' A 



I 

4 



et 



Q» Q«-4-t Viw+2 Q«i+3 Qaw— t 
"Â" A A " A * Â~ 



I 

4 



A A A A '" A 






PROPRIÉTÉS RELATIVES AUX TRIANGLES SPHÉRIQTJES. 

150. Théotreme. — Dans tout triangle sphérique con- 
vexe, lé cosinus d'un côté diminué du produit des cosi- 
nus des deux autres^ est égal au produit des sinus de 
ces deux mêmes côtés multiplié par le cosinus de l'angle 
qu'ils comprennent. 

Démonstration, — Soit ABC 
un triangle sphérique convexe 
situé sur une sphère S de rayon p. 
Projetons les sommets B et C 
respectivement en B' et C sur 
le plan tangent mené par le 




C) Presque tout ce qui est contenu dans ces deux derniers numé- 
ros (148 et 149) est extrait du journal mathématique de Cambridge 
[The Cambridge mathematical Journal), i"^* série, tome III, pages i/|/|- 
■45; année i843. 
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point A à la sphère S, et traçons les droites AB', AC, BC 
etB'C 

Les deux figures rectilignes AB'C (n« 138) et BCC'B 
donnent respectivement 



/ 



B'C =AB' H- AC — 2AB'.AC'.cosB'AC', 



B'C =BC — (BB' — CC')% 

d'où (en observant que Tangle B' AC mesure l'angle A du 
triangle sphérique ABC) 

BC'— (BB'— CC')' = ÂB'V ÂC — 2AB'.AC'.cosA, 
ou bien 

/l!9V_/52.'— ^\ — /^'V /AC\' AB' Acy ^ 

et comme, quels que soient les arcs 5 et c , qu'ils soient 
plus grands ou non que 90 degrés , on a 

BC . fl AB' . AC . ^ 

— =s2sm~9 • — = sine, — =:sm6, 

p 2 p p 

BB' ce , 

= I — cos C , =1 — COS é 

p p 

il vient 

4 sin' (cosr — cos by 

=r sin' c 4- sin' 6 — 2 sin c sin b cos A , 

ou bien ( en observant que 2 sin' - =: i — cosa \ . 

cosa — ^^ cosô cosc = sin^ sinccosA. (0 

On démontrerait de même que Ton a 

cos^ — cosfl cos c = sin « sine cos B, (2) 

cose — cosflfcos^ = sinfl sin^ cosC# (3) 

Donc, etc. 
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Scolie. — La démonstration que nous venons de donner 
du théorème précédent est due à M. G. Foucaut (^). Ce 
théorème est ce qu on appelle souvent \e principe fonda- 
mental de la trigonométrie sphérique; il parait dû au 
célèbre Mohammed-ben-Geber. 

Corollaire. — Lorsque le triangle sphérîque ABC est 
rectangle , on a 

ces A = o , 
et, par suite, 

ces a = cos^ cosr. 

Cette dernière relation montre que les trois rappdrtd 
trigonométrîques 

cosa, cos^, cosc, 

sont positifs , ou que deux d'eutre eux , et seulement deux, 
sont négatifs, et que par conséquent tout triangle sphé- 
rique rectangle convexe a chacun de ses côtés , ou bien un 
seul j moindre que 90 degrés. 

151 .• Théorème. — Dans tout triangle sphérique con-^ 
\^exe le cosinus d'un angle augmenté du produit des co-- 
siniÀs des deux autres^ est égal au produit des sinus de 
ces deux mentes angles^ multiplié par le cosinus du côté 
qui leur est adjacent. 

Démonstration. — Soit AfiC un triangle sphérique 
convexe quelconque. 

Si Ton désigne par a', i', c' les trois côtés de son sup- 
plémentaire (lequel triangle sphérique est aussi convexe), 
et par A' l'angle de ce même triangle supplémentaire, non 
adjacent au côté a', le théorème précédent donne 

cosa' — cosô' cosc'= sin b' sine' cosA', 



^*) Coupelles Annales de Mathématiques , tomeVIU, page 58; i849*' 

i5 
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et comme, par suite de la propriété caractéristique des 
triangles sphériques supplémentaires, on a (en admet- 
tant que les côtés a^ b\ c' aient respectivement pour 
pôles les points A , B, C) 

cosû'= — cosA, cos^'= — cosB, cosc'= — cosC, 
cosA'= — cosû, sin6' = sinBy sinc' = sinC, 

il vient 

ces A -h cosB cosC = sinB sinC cosa. 

On démontrerait de même que l'on a 

cosB -f- cosAcosC = sinAsinC cos^, 
cosC -t- ces A ces B = sin A sinB cosc. 

Donc, etc. 

Scob'e. — Le théorème précédent est du à Viète qui Fa 
donné en i SpS dans son f^ariorum de rébus mathematicis 
responsorum liber octavus. 

Corollaire, — Lorsque le triangle spkérique ABC est 
rectangle, on a 

sin A =: I, cosA =: o, 

cos a = cotB cet C ( ' ) , 
ces B = cos b sin C ( *) , 
cos C = cos c sin B. 

152. Théorème. — Dans tout triangle sphèrique con- 
vexe, les sinus des côtés sont proportionnels aux sinus 
des angles non adjacents. 

Démonstration, — Si, après avoir ajouté et retranché, 



et, par suite, 



(') Cette relation est demenrée inconnue jusqu'au xTi^ siècle; on la 
doit à Viète. 

(*) Cette relation est due à Geber, astronome qui vivait probablenienl 
vers Tau io5o» 
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membre à membre, le» relations (i) et (2) du u® 150, on 
multiplie membre à membre les deux égalités 

(cosa 4- cosb) (i — cosc) = sine (sin^ cosA H- sïna ces B) , 
(cosa — cosb) (i-h cosc) = sinc(sin6 cosA — sina cosB)^ 

ainsi obtenues , il vient 

cos'tf — ces' b = sin' b ces' A — sin' a cos* B , 
ou bien 

sin* b — sin' rt = sin^' b cos' A — sin'^i ces' B , 

d'où 

sin' a sin' B = sin^ b sin'^ A , 

et, par suite (attendu que sina, sin6, sin A et sin B sont 
des nombres positifs) , 

sin a sin b 
sin A sin B 

On démontrerait de même que Ton a 

sin a sin c 



sîn A sin C 

Donc, eic. 

Scolie. — La relation ^ objet du théorème précédent, 

est ce qu'on appelle la relation des quatre sinus. 

Corollaire. — Lorsque le triangle spliérique ABC est 

rectangle, on a 

sîn A = I , 

et, par suite, 

sin 6 = sina sin 6, 

sine = sin a sin C. 

153. Théorème. — Dans tout triangle sphérique con- 
v^exe^ le produit de la cotangente de l'un des côtés par 
le sinus d'un second^ est égal au produit du cosinus de 
celui-ci par le cosinus de Sangle compris par ces deux 

i5. 



228 THÉORIE DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 

côtésy augmenté du produit du sinus de ce même angle 
par la cofangente de V angle non adjacent au premier 
côté. 

Démonstration. — L*élimination de cosc entre les re- 
lations (i) et (3) du n° 150 donne 

cosa (i — ces' ^) ou cosû sin' b 
= sin b (sina cos6 cosG -f- sine cosA), 

et en divisant les deux membres de cette dernière égalité 
par sin a sini, il vient 

. , , ^ sin c 

cotfl smb == ces 6 cosC -♦- -; — cosA. 

sma 



,. /, j sine sinC\ 

ou bien 1 a cause de -: — = -: — - ) 

\ sma sin A/ 



oot âr sin ^ = cos b cos G + sin G cot A» 

On démontrerait de même que Ton a 

cot âr sin c = cos c cos B + sin B cot A , 
cot ^ sin a = cos a cos C + sin G cot B , 
cot bûnc = cos c cos A + sin A cot B , 
cot c sin a = cos a cos B + sin B cot G , 
cot c sin ^ = cos b cos A + sin A cot G. 

Donc , ele.^ 

Scolie. — Les relations, objet du théorème précédent^ 
peuvent se mettre sous une forme peut-être plus facile à 
retenir. Ainsi, par exemple, la première peut s'écrire 

ainsi 

'cot 



'cot a \ /cot A\ 

^ L '> 



cos G cos b 



d'où il résulte que pour former les relations en question, 
il suffit de diviser le rapport des cotangentes de deux côtés 



TROISIEME PARTIE. 12g 

quelconques a et & du triangle ABC par le cosinus de 
Tangle compris', ce qui donne 



cota 

^cot b ^ 

cosC 

puis d^exprimer que Texcès de cette quantité sur ce qu^elIe 
devient lorsqu'on y change a en A , & en C et C en &., est 
égal à Puni té. 

Corollaire. — Lorsque le triangle sphérique con- 
vexe ABC est rectangle , on a 

sin A = I , ces A = o , cet A = o , 

et, par suite, 

tang b = tang a cos C, 
tang c •= tang a cos B , 
tang b = sin c tang B ^ 
tang e =: sïn b tang G. 

Les deux dernières de ces quatre relations montrent 
que daus tout triangle sphérique convexe et rectangle, la 
tangente d'un angle ohlique est de même signe que la tan- 
gente du côté non adjacent, et que, par conséquent, ce 
côté et cet angle sont de même espèce , c'est-à-dire tous 
deux plus grands ou tous deux plus petits que 90 degrés, 

FORMATION MNÉSfOIflQUE. OE PI.U SIEURS RELATIONS 
DU PARAGRAPHE PRÉCÉDENT. 

154. Soit un triangle sphérique convexe et rec- 
tangle ABC. 

Si l'on considère les cinq quantités 

H , ^ H 

a , Ci , a, B , c , 

2 2. 
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comme placées respectivement aux cinq sommets succes- 
sifs Ml, Mj, Ms, M4, M, d'un pentagone, et que Toii 
désigne par k l'un quelconque des nombres i , 2 , 3 , 4? ^7 
les dix relations données dans les corollaires des n^* ISO, 
151, 152 et 153, relativement au triangle ÂBC, sont 
toutes comprises dans cet énoncé général, savoir : que 
le cosinus de la quantité placée au sommet Mx est égal 
au produit des cotangentes des deux quantités placées 
aux sommets consécutifs de M^i ^ ouau produit des sinus 
des deux autres. 

Cette observation a été faite, pour la première fois, 
par Néper {*). 

RELATIONS DE DELAMBRE ET DE NÉPER. 

155. Théorème. — Dans tout triangle sphérique con- 
vexe ABC 5 on a les relations 

, a . b 
sin - sin 



• 


A 


sm 


— 




2 


• 


a 


sm 


— 




2 



2 2 

B-C' 

ces 



. h 
sin — 



A . B— C 

ces — sm 

2 a 

Démonstration. — On a 

sin a sin b sin c 

sin A sin B sin C 
d'où l'on tire 



r 



sin' a ( I -h ces a)(i — ces a ) sin b sin c 

ou — = — ■ > 

sin* A ( H- ces A) ( i — ces A) sin B sin C 



(') Histoire des Mathématiques, par Montucla (J.-F.). Édition publiée par 
J. de Lalande, t. II , pages 24-25. 
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et, par suite, 

I — cos a I — cos <î 4- sin b sin c (i -+- cos A) 

I — cos A I — cos A -h sin B sin C ( I -h cos a ) 

I — cos a 1 — cos a — sin è sin c ( i — cos A j 
I -f- cos A I -h cos A — sin B sin C ( I 4- cos a ) 

Or, comme (n"'' 150 et 151) 

cos a — sin b sin c ces A = cos b cos c , 

cos A — sin B sin Ccos a = — cos B cos C , 

il vient 

I — cos a 1 — cos ( ^ -H c ) 

I — cos A I H- cos ( B — C) 

1 — cos a I — cos {b — c) 
I H- cos A 1 — cos (B — C) 

et , à cause des formules du n° 31 , ces deux dernières re- 
lations fournissent immédiatement celles qu'il s'agissait 
de démontrer. Donc, etc. 

Scolie. — La démonstration que nous venons de donner 
du théorème précédent est due à Crelle (*) , célèbre géo- 
mètre allemand. 

156. Théorème. — Dans tout triangle sphérique con^ 
vcjce ABC , on a les relations 

a b — c 
cos - cos 

2 2 

cos — sin 

2 2 

a b -^ c 
cos - cos 

2 2 



. A Bh-C 
sm — cos • 

2 2 



( • ) Journal de Mathématiques ( Journal /tir die rrine und angCM>andte Ma- 
ihcmaiik. . .) de A.-L. Crelle, t. XII, page 3/|8; i83*^. 
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Démonstration. — Les relations 

sin a sin b sin c 



donnent 



sin A sin B sin C 



sin a sin ^ + sin « 



et 



ou bien 



sin A sin B + sin C 

sin a sin ft — sin c 

sin A sin B — sin C ' 



, a a .^H-c b — o 
sm — ces - sin cos 

2 2 2 2 



^t 



.A A B — C.Bh-C 

sm — cos — cos sin 

^ 2 2 2 



, a a . b — c ^-f-c 
sm — cos — sui cos 

2 2 2 2 



A . A . B — C B-+-C 

cos — sm — sm cos = 

2 2 2 2 

Donc (n^ 15î>), etc. 

Scolie I, — La première des deux relations qui 
viennent d'être démontrées peut se déduire de la pre- 
mière de celles données au n° 155, en considérant le 
triangle supplémentaire du triangle ABC. 

Scolie II, — Les relations, objet des deux théorèmes 
précédents, sont dues à Delambre, qui les a fait connaître 
en 1807 (*). LHllustre Gauss , à qui elles sont quelquefois 
attribuées , ne les a données que deux ans plus tard, dans 
son ouvrage intitulé : Theoria motus corporum cœlestium 
in sectionïbus conicis solem ambientium. 

157. Théorème. — Dans tout triangle sphérique con- 

\) Connaissance des Temps pour 1809, paçç 44^.i 
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i^exe ABC , on a les relations 

a B4-C ^ a . B -+- C 

UDg — cos * tang - sin 

2 2 2 2 

bH^c^ B"irc' r^c"^ . B — c' 

taDg cos taDg sin 

A b -\-c A . b H-c 

COt — cos COt — SID 

2 2 2 2 



B-hC 6— c' B — C . b-^c 
tang COS tang sin 



2 



Ces relations, connues sous le nom à! analogies de 
Néper^ se déduisent immédiatement de celles de De- 
lambre , en les divisant deux à deux , membre à membre. 

Corollaire^ — On a la relation 



tang 


b-^-c 

2 


tang 


B-+-C 

2 


tang 


b-^c" 
2 


tang 


B — C 

2 



OBSERVATIOlfS RELATIVES A LA GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 

158. A et B étant deux points situés sur la surface 
d^une sphère, et non aux extrémités d^un même dia- 
mètre, nous désignerons dorénavant par l'expression arc 
de grand cercle AB, ou par la notation J31AB, le plus 
petit des deux arcs de grand cercle qui joignent ces deux 
points , et , pour abréger, nous remplacerons ordinaiirei* 
ment les expressions telles que celles-ci 

«n J3l AB , sin > 

2 

respectivement par les suivantes : 

. _ AB 
sin AB , sm 

2 
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159. Deux points quelconques du périmètre d'un poly- 
gone sphérique convexe ne peuvent être les extrémités 
d'un même diamètre de la sphère sut laquelle ce polygone 
est situé. 

160. Lorsque, dans la suite de cet ouvrage, pour un 
point C situésur le prolongement d'un arc de cercle AmB, 
il sera dit que ce point divise cet arc , dans le sens de A 

vers B (c'est-à-dire dans le sens 
suivi en parcourant l'arc AwB 
et partant de A) ou dans celui 
de B vers A (c'est-à-dire dans le 
sens suivi en parcourant Tare 
AmB et partant de B) en deux 
segments soustractifs , cela si- 
gnifiera que ces deux segments 
sont, dans le premier cas , les deux arcs AmBnC, B^C, 
et dans le second, les deux suivants Am'C, B/nAm'C. 

161. Deux circonférences de grands cercles F et F 
ayant été tracées sur la surface d'une sphère, désignons 
par I, F leurs deux points de rencontre, et par A, B deux 
autres points appartenant à la première de ces deux cir- 
conférences et non situés aux extrémités de Tun de ses 
diamètres. 

Lorsque Tun des deux points I et V est situé sur l'arc 
de grand cercle AB, l'autre ne s'y trouve pas et ne peut 
diviser cet arc, soit dans le sens de A vers B, soit dans 
celui de B vers A, en deux segments soustractifs tous deux 
moindres que i8o degrés. 

Lorsque ni l'un ni l'autre des deux points I et V n'est 
situé sur l'arc de grand cercle AB , cet arc se trouve divisé 
par chacun de ces deux points, dans le sens de A versB 
pour l'un d'eux, et dans celui de B vers A pour l'autre, 
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en deux segments sousiractifs tous deux moindres que 
i8o degrés. 

AUTRES PROPRIÉTÉS RELATIVES A LA GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 

162. Théorème. — Dans tout triangle sphérique con- 
nexe ABC dont les trois sommets sont également distants 
du point milieu du côté BC , on a la relation 

sm' - = sin — h sin' -• 

2 2 2 

Démonstration, — Les points E, F, G étant respecti- 
vement les milieux des côtés 
BC , AC , AB, menons les arcs 
de grands cercles AE, EF, EG. 
Les triangles sphériqucs rec- 
tangles BEG , CEF donnent 

sin BG = sin BE'&in BEG, 
sin CF = sin CE sin CEF, 




ou bien 



d'où 



sin* — h 



. c . a . AEB 
sm — = sm - sm ■» 

2 2 2 

. b . a . AEC 
sm - = sm - sin ? 

2 2 2 



. c .al, ,AEB 
sm' - = sm' - sm' 

2 2 \ 2 



sm' 



AEC 



2 



et comme on a 



AEB AEC 



2 



= .<«'{'), 



f*) L'expression i**^ H^miiQ un dicéb-e droit. 
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il vient 

. AEB . AEC 
sin' h sin' = I , 

2 2 

Donc, etc. 

Corollaire, — On a (n° 25) 

abc 
I ■+- cos' - = cos' — h cos' - » 

2 1 2 



ou bien (n° 31) 



ï -4- cosfl = cosb 4- cosc. 



1 63. Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 
dans le numéro précédent y si Von désigne parD le point 
en lequel la circonférence de grand cercle menée par le 
point A perpendiculairement au côté BC disfise ce côté en 
deux segments BD et CD additifs ou soustractifs [dans le 
sens de C "vers B) et alors tous deux moindres que i%o de- 
grés ^ l'arc de grand cercle AD est tel, quon a la relation 



tang' AD = 



sin BD sin CD 
cos* - 



Démonstration, ~ Le triangle sphërique rectangle 

ADE donne 




D ~" B ^ 

ou bien (n° 37) 



cos^AD ; 
d'où 

sin' AD = 



a 
cos'- 
2 



ces' AË 

ces' DELCOS' DE 



ï 



cos^^ DE — cos* - 

2 

COS» DE 



sin' AD = 



sinBDsinCD 
ces' DE 
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et, par suite, il vient 

sin'AD sinBDsinCD 



cos'AD a 

cos'- 

Donc, etc. 



164. Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 
dans les deux numéros précédents, on a 



, AD BD CD 

tang» — = tang — lang — - 

2 2 2 



Démonstration, — La relation 

, ^ cos AE 

COSAD = ;r= i 

cosDE 
déjà considérée ci-dessus , donne 

I — cos AD cos DE — cos AE 

i ■+■ cos AD cos DE + cos AE 



f 



ou bien 



. CD . BD 

. ^ sin — sm — ' 

AD 2 2 

**"« T = -CD Bd5 

cos — cos 

2 2 



donc, etc. 



i65. Théorème. — Dans tout triangle sphérique con* 
wexe ABC , si Von désigr^e par D le point milieu du côté 
BCoua, on a la relation 



b -{-c b — c 
cos cos 



cos AD = 



a 
cos - 

2 



Démonstration, — Les triangles sphériques convexes 
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ÂBD et ABC donnent 

a a 

cos AD = CCS — cos <: -f- sin — sin c ces B , 

a 2 



^ cos b — cos a cos c 

cos B = -. ; J 

sin a sin c 




D 

cVoù l'on tire 



^ cos b -H cosc 
cosAD =r , 



a 
2 cos - 

2 

et, par suite, la relation qu'il s'agissait de démontrer. 
Donc , etc. 

Scoli'e, — Si l'on désigne respectivement par E, Fies 
points milieux des côtés AC , AB du triangle sphérique 
ABC, on a aussi évidemment les relations suivantes : 

a -^ c a — c a-{-b a — b 
cos cos cos cos 

2 2 2 2 

cosBE= '■ -, •> (osCF= ^ . 

b c 

cos — cos — 

2.-2 

166. Théorème. — Si, ayant tracé sur la surface 
fVnne sphère deux circonférences de grands cercles T 
et F' rencontrant un petit cercle y de cette sphère y la 
première en A et B, la seconde en A' et B', on désigne 
par S l*un des deux points de rencontre de ces deux cir- 
conférences V et r', on a , entre les six arcs de grands 
cercles SA , SB, AB, SA', SB', A'B', la relation 

SA SB SA' SB' 
cos -*- cos — cos — cos 

2 2 2 a 

AB ~" VlP ^'' 

c s — cos 

2 2 

Démonstration. — Désignons respectivement par D 
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etDMes points milieux des arcs de grands cercles AB, 

A'B', par O Tun des deux pôles 
du cercle F, et traçons les arc% 
de grands cercles OS, OB , OB', 
OD et OD'. On a 



SA SB 
cos — ces 

2 2 




d'où 



et 



/^^ SB\ SB 
= cos ( BD ip — J cos — 



= - (cosBD -h cosSD) 

s». 



__. cos OB 

cos BD = -— 7 

cosOD 

-_ cos OS 
cosSD = ^^ 9 



cosOD 



SA SB 

cos — cos ^« _ _ 

2 2 I cosOB-f- cosOS 



AB 



2 COS BD cos OD 



cos 



1 / cos os 

_ i_^ 

2 \ cosOB 



) 



On obtiendrait de même 



SA' SB' 
cos cos — 

2 2 



/u/ 



A'B 



cos 



=K 



cos O S 
'■^^iSTOB'" 



et comme les deux arcs de grands cercles OB et OB' sont 
égaux, il en résulte la relation (i). Donc , etc. 

Scolie. — Si la circonférence F était tangente à la cir- 
conférence du cercle y au point Aj, on aurait, en menant 
l'arc de grand cercle OAt, 

- , cos OS cos OS 

COSSA, = jr-r = -pr^ i 

cosOA, cosOB 
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et, par suite, 

SA' SB' 
cos — ces 

2 A'B' 
cos 

2 

Cette dernière relation peut se conclure immédiatement 
de la relation (i) en y supposant que les deux points A 
et B viennent à se confondre en un seul A] . 

167. Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 
dans le numéro précédent, on a 

SA SB SA' SB' . V 

lang — tang — = tang tang ■• — • ('/ 

2 J> 2 2 

Démonstration, — Les relations 

^^ cosOÊ __ cos OS 

cos BD =: -T—- 9 cos SD = — — — i 

cosOD cosOD 

déjà considérées ci-dessus , donnent 

cosBD _cos'OB 
cos SD cos OS 

et comme on obtiendrait de même 

cosB'D' cos OB' 



ou 



il vient 



cosSD' cos OS ' 

cosB'D' _ cosOB 
eosSD' ""cos os' 

cosBD _ cosB'D' 
cos SD ■" cosSD' ' 



d'où l'on tire 



cosBD -— cosSD _ cos B' D' — cos SD^ 
cos BD + cos SD "" cosB'D' + eosSD'' 
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OU bien 

SA SB SA' SB' 

lang— tang — = tang — tang — . 

DonC) etc. 

Scolie, — SI la circoiiférence F était tangente à la cir- 
conférence du cercle y au point A,, on aurait , en menant 
l'arc de grand cercle OAi, 

ces OS 

ces SA, = p—-, 

cos OA, 

ou bien 

cos OS 
cos SA, = — ■—-,•> 
cos OB' 

et , par suite , 

I cosB'D' 



d'où 



ou 



bien 



cos SA, cosSD' 

1 — cos SA, __ cosB' D' — cos SD' 
i-hcosSA, "~ cosB'D'H- cosSD'* 

^ ,SA, ^ SA'^ SB' 
tang' — = tang -— tang — • 



Cette dernière relation peut se conclure immédiate- 
ment de la relation (i) en y supposant que les deux points 
A et B viennent se confondre en un seul Ai* 

Corollaire, — Si l'on multiplie respectivement le pre- 
mier et le second membre de la relation (i) par les deux 
rapports égaux 

, SA SB , SA' SB' 
4 cos — cos — 4 cos — cos — - 

2 2 ^2 2 

^ SA SB ' SÂ^^ SB^ ' 

fcos — cos — cos — cos — 

2 2 2 2 

on obtient cette autre relation 

sin SA sin SB _ sin SA' sin SB' 

"~~SÂ TSB "" SA'. SB' * 
cos' — cos' — cos^ cos' — 

2 2 2 2 
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168. Théorème. — Les mêmes choses étant encore po- 
sées que dans /e n" 166 , o/t a /a relation 

sin SA sin SB sin SA' sin SB' 



AB A'B' 
ces' — ces' 

2 2 



Démonstration, — D'après ce qui a été établi dans les 
deux numéros précédents , on a 



et 





SA 




SB 




SA' 




SB' 


CCS 


1 


ces* 




COS^ 




cos' 






2 




2 




2 




2 






AB 








A'B^ 


f 




ces' 


1 






ces' 


2 




sic 


SA 


sin 


SB 


sin 


SA' 


sin SB' 




SA 




SB"~ 




SA' 




SB'' 


cos' 




cos^ 




cos^ 




cos' 






2 




2 




2 




2 



d'où Ton tire immédiatement la relation qu'il s'agissait 
de démontrer. Donc, etc. 

169. Théorème. — Lorsque trois points D, E, F ap- 
partenant à une même circonférence de grand cercle F, 
sont situés respectivement sur les trois côtés (ou sur leurs 
prolongements) fiC^ AC, AB d'un triangle sphérique 
consfexe ABC , on a entre les six arcs de grands ce f des 
AE, CD, BF, AF, BD, CE, la relation 

sin AE sin CD sin BF = sin AF sin BD sin CE. 

Démonstration, — Menons les trois arcs de grands 




cercles DE, DF, EF. Les triangles sphériques convexes 
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AEF, BDF etCDEdonnem 

sinAE sinAF 

sinAFE"~sinAEF' 

sinBF _ sinBD 
sinBDF^sixiBFD* 

sinCD _ sinCE 
sinCED""sinCDE' 

et, par suite, en observant que 

sin AFE = sinBFD, sinBDF = sinCDE, sinCED = sinAEF, 

il vient la relation qu'il s'agissait de démontrer. Donc, etc. 
Scolie, — Les mêmes choses étant posées que dans le 
théorème précédent , des trois points D , E , F, il y en a 
toujours au moins un qui est situé sur le prolongement 
de l'un des côtés BC , AC , AB , de manière à diviser ce 
côté en deux segments soustractifs tous deux moindres 
que i8o degrés, et il n'y en a jamais deux seulement 
jouissant de cette propriété. 

\ 70. Théorème . — Lorsque trois points D , E , F appar- 
tenant respectivement aux trois côtés [ou à leurs prolon- 
gements) BC, AC, AB d^un triangle sphérique conv^exe 
ABC, sont telsj quil y en a au moins un situé sur le pro- 
longement de l'un des côtés de manière à diviser ce côté 
en deux segments soustractifs^ tous deux moindres que 
i8o degrés, et non pas deux seulement jouissant de cette 
propriété y et qu'entre les six arcs de grands cercles AE, 
CD , BF, AF, BD , CE , o/î Ci la relation 

sin AE sin CD sin BF = sin AF sin B D sin CE , ( i ) 

ces trois points D^ E, F 5e trouvent sur une même circon" 
férence de grand cercle. 

Démonstration, — Supposons , pour fixer les idées (ce 

i6. 
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qui est évidemment permis en vertu de Ténoncë du théo- 
rème), que le point D soit situé sur le prolongement du 
côté BC, de manière à diviser ce côté, dans le sens de B 
vers C , en deux segments sous trac tifs tous deux moindres 
que 180 degrés, et désignons par F la circonférence de 
grand cercle qui passe par les deux points E, F. 

Par suite de l'hypothèse du théorème et d'après ce qui 

a été dit aux n^"* 161 et 169 (Sco- 
lie), cette circonférence T coupe 
nécessairement le prolongement 
du côté BC en deux points dont 
l'un , que nous désignerons par 
G, divise ce côté, dans le sens 
de B vers C , en deux segments soustractifs tous deux 
moindres que 180 degrés. 

Cela posé , le théorème du n** 169 donne 

sin AE sin CG sin BF = sin AF sin BG sin CE , 

et , par suite , à cause de la relation (i) , il vient 

sin CD sinBD 




sin CG sin BG 



d'où Ton lire 



ou bien 



sin BD -f- sin CD 
sin BD — sin CD 



/BC 
tang ( — + CD 



sin BG + sin CG 
sinBG— -sinCG' 



tang ( — -f- CG j 



\ ^ 



Or, comme les arcs de grands cercles CD et CG sont 
tous deux moindres que 1 80 degrés , cette dernière rela- 
tion montre que ces deux arcs sont nécessairement égaux, 
et que par conséquent la circonférence T passe par le 
point D. Donc, etc. 
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171. Tii ÉoiiÈM E . — Trois circonférences de grands cer- 
cles Fi, Fj, Fs étant tracées par un même point S et 
respectii^ement par les trois sommets A, B, C d'un tri- 
angle sphérique coni^exe ABC, si Von désigne par D, 
E, F trois points respectit^ement situés, à la fois, sur ces 
trois circonférences et sur les côtés (ou leurs prolonge- 
ments) BC , AC , kV^ de ce triangle^ on a, entre les six 
arcs de grands cercles AE, CD, BF, AF, BD, CE , la re- 
lation 

sin AE sin CG sin BF = sin AF sin BD sin GR. 

Démonstration. — Les triangles sphériqucs convexes 
ABD, ACD donnent (nM69) 

sin AS sin GD sin BF = sin AF sin BG sin T>S , 
sin AE sin BG sin DS = sin AS sin BD sin GE , 

et en multipliant ces deux dernières égalités membre à 
membre , on obtient immédiatement la relation qu'il s'a- 
gissait de démontrer. 

Scolie. — Les mêmes choses étant posées que dans le 
théorème précédent, des trois points D, E, F aucun n*e&t 
situé sur le prolongement de l'un des côtés BC, AC, AB, 
de manière à diviser ce côté en deux segments soustrac- 
tifs tous deux moindres que i8o degrés, ou bien il y en a 
deux, et seulement deux , qui jouissent de cette propriété. 

172. Théorème. — Lorsque (rois points D^ E, F ap- 
pat^tenant respectii^ement aux trois côtés [ou à leurs pro- 
longements) BC, AC, AB d^un triangle sphérique conx^exe 
ABC, sont tels, qiCïl vHy en a aucun situé sur le prolonge- 
ment de Vun des côtés de manière à dii^iser ce côté en 
deux segments soustractifs fous deux moindres que 
i8o degrés^ ou bien quilj en a deux^ et seulement deux, 
jouissant de cette propriété ^ et qu^ entre les six arcs de 
grands cercles AE, CI), BF, AF, BD, CE, on a la rein- 
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$in AE siD CD sin'BF := sin A F sin 6D sin CE , 



(') 



les trois circonférences de grands cercles passant res- 
pectii^ement par les trois couples de points A et D, B 
ef E , C ef F Je croisent aux mêmes points. 

Démonstration. — Supposons, pour fixer les idées (ce 
qui est évidemment permis en vertu de l'énoncé du théo- 
rème), que le point D soit situé sur le côté BC, ou bien 
sur son prolongement sans toutefois diviser ce côté en 
deux segments soustractifs, tous deux moindres que i8o de- 
grés , et désignons par F la circonférence de grand cercle 
qui passe par le sommet A et par Fun des deux points 
d'intersection des deux autres circonférences de grands 
cercles tracées respectivement par les deux couples de 
points B et E , C et F. 

Par suite de l'hypothèse du théorème , et d'après ce qui 

a été dit aux n^* 161 et 171 

(Scolie), cette circonférence 

r passe nécessairement par 

Fig. 1 . /^^ \ \^ un point du côté BC , ainsi 

que par un point de son pro- 
longement. Désignons par 
G le premier ou le second 
de ces deux points, selon 
Fig- 2. //^ \) yy^ que le point D est situé 

(fig. i), ou non {Jlg. a), 
sur ce côté BC. 
Cela posé , le théorème du n® 171 donne 

sin AE sin CG sin BF = sin AF sin BG sin CE , 

et, par suite, à cause de la relation (i) , il vient 

sin CD _ sinBD 
sinCG~sinBG' 
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d'où l'on tire (comme au n° 170) 



ou bien 



(BC \ /BC \ 

-^-CDJ=tang(^--CGj. 

tang (^ -+- CD^j = tang ^^ + CG 



selon que le point D est situé sur le côté BC ou sur sou 
prolongement. 

Or, comme les deux arcs CD et CG sont tous deux 
moindres que 180 degrés, Tune ou l'autre des deux der- 
nières relations que nous venons d'obtenir, montre que 
ces deux arcs sont égaux , et que par conséquent la cir- 
conférence r passe par le point D. Donc , etc. 

Corollaire /. — Les trois circonférences de grands cer- 
cles Fi , Fa , Fs qui passent respectivement par les trois 
sommets A, B, C d'un triangle sphérique convexe ABC, 
et par les milieux D , E, F des côtés BC , AC, AB de ce 
triangle , se croisent aux mêmes points. 

Car on a évidemment 

sin AE sin CD sin BF = sin AF sin BD sin CE. 

Corollaire II. — Les trois circonférences de grands 
cercles Ft, Fj, Fs qui divisent respectivement les. trois 
angles A , B, C d'un triangle sphérique convexe ABC, en^ 
deux parties égales , se croisent aux mêmes points. 

Car, en désignant parD, E, F les trois points qui sont 
respectivement situés sur les trois côtés BC, AC, AB du 
triangle sphérique ABC , et en même temps sur les trois 
circonférences Fi , Fi , F, , on a 

sin AE _ sin CE sin CD __ sin BD sin BF _ sinAF 
sin C sin A sin B sin C sin A sin A 

et, par suite , 

sin AE sin CD sin BF =r sin AF sin BD sin CE. 
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Corollaire III. — Les trois circonférences de grands 
cercles Fj, T, , Tj qui passent respectivement par les trois 
sommets A , B , C d'un triangle sphérique convexe ABC , 
et qui sont respectivement perpendiculaires sur les côtés 
BC , AC , AB de ce triangle , se croisent aux mêmes points. 
Car des trois circonférences F,, F,, Fs il est aisé de 

voir qu'il y en a toujours au 
moins une , par exemple la pre- 
mière , qui coupe en un point D 
le côté sur lequel elle est per- 
pendiculaire, et jamais deux 
seulement jouissant de cette pro- 
priété, et en désignant parE, 
F les points où les circonfé- 
rences Ft , Fj divisent respecti-^ 
yement les côtés AC , AB , tous 
les deux en deux segments addi- 
tifs , ou tous les deux , le pre- 
mier dans le sens de A vers C , le second dans le sens de 
A vers B, en deux segments soustractifs moindres que 
1 80 degrés , on a » 




sin 



tangA 

tangAD 
tangC 



sin CD = 



. , ^ tang CF 
sm AF = — 2-_ 
tangA 

tan^AD 



sinBD = 



tangB 



P.l 



SID 



tangB 



sin 



tang G 



ou bien 



. ^„ tang CF 

sin BF = 2.---- , 

, tang B 



. ^^ tangBE 

tangC 



selon que les deux points E , F se trouvent sur les côtés 
AC, AB, ou sur leurs prolongements, et, par suite, il 
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vient 



sia AE sinCD sin BF = sin AF sin BD sin CE. 



173. TnÉOREME. — Six points a ^ i^^i d^e^ fêtant 
situés sur un petit cercle d'une sphère ^ si Von désigne 
par Ft , Fj , Fj , F4 , F5 , F^ les sue circonférences de 
grands cercles passant respectit^ement par les six cou^ 
pies de points 

(«,*), {b,c), {c,d), {d,c), (e,/), if, a), 

et par P, P, P' trois points situés, le premier sur Fi et F4, 
le second sur F, et I\ , le troisième sur Fj et Fe j ces trois 
derniers points appartiennent à une même circonférence 
de grand cercle. 

Démonstration. — Dé- 
signons par A , B , C trois 
points situés, le premier 
sur Fi et Fj , le second sur 
Fs et F5, et le troisième 
surFset Fi. 

Le théorème du n** 169 
appliqué au triangle sphé- 
rique convexe ABC, donne 

sin Aa sin C/sin BP"= sin AP" sin B/sin C a , 

sip A b sin CP' sinB c ?= sin A c sin BP' sin C ^ , 

sin AP sin C & sin B^? = sin A r/ sin B ^ sin CP, 

et, par suite, 

sin A ^ sin A À sin B c sip B r/ sin Ç /? sin G/sin Ap sin CP' sin BP'^ 
:sin A c sin A d sinBc sin B/sinCii sin G6 sin AP'^ sinBP' sinCP. 

De plus, d'après le théorème du n^ 168, on a 

sinAasinA^ sinArsinAr/ 




(0 



ces' — 
2 



cd 
cos- — 

2, 



a5o THÉORIE DES FONCTIONS ClUCUL AIRES. 

et 

sin B r sin B // sin B e sin By 

' cd ef 

ces' — cos' — 

2 2 

sin C e sin Qf sin Qa sin C b 

cos' — ces' 

2 2 

d'où l'oii tire 

sinAa sinA^sinBcsinBt/sinC^sinÇ/ 
== sin A c sin A ^ sin B e sin B/sin Ca sin G ^ , 

et, par conséquent, à cause de la relation (i), il vient 

sin AP sin CP' sin BP" = sin AP" sin BP' sinCP. 

Or, il est aisé de voir que les trois points P, P', P^' 
situés respectivement sur les trois côtés (ou sur leurs pro- 
longements) AC, BC, AB du triangle sphérique convexe 
ABC, sont en nombre impair sur les prolongements de 
ces côtés {*); donc (n°170), etc. 

i74. Théorème. — Quatre points A, B, C, D (Tune 
surface sphérique étant situés sur un même petit cercle^ 
et de telle sorte qiCen parcourant la circonférence de ce 
cercle dans un certain sens, à partir de A^ on atteigne 



C) Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que des six points a, 
b , c, dy Cf /, il y en a toujours un nombre pair (zéro comptant pour 
nombre pair) situés sur les côtés eux-mêmes du triangle sphérique ood^ 
vexe ABC , et que pour chacun des troi» groupes de points 

(e, P, d), (P', 6, c). («,/;p"), 

les trois points qui le constituent se trouvent sur une même circon- 
férence de grand cercle , et respectivement sur les trois côtés BC , AC, An 
du même triangle sphérique convexe ABC 
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d* abord B^puis C, et enfin D , o/i a les relations 

. AC . BD . AB . CD . AD . BC 

sin — sin — = sin — sin j- sin — - sin — 

2 2 as 2 2 

et 

. AC . AB . AD . BC . CD 

sm — sin — sin j- sin — sin — 

2^ 2 2 2 2 

. BD ~ . AB . BC . AD . CD* 

sin — sin — sm h sm — sin — 

2 2 2 2 2 

Démonstration. — Si ron désigne par p le rayon de la 
sphère considérée, on a 

. AC tAC BD GBD 

sm -— = 5 sin — = ? 

2 2|> 2 2p 

. AB <iAB BC €BC 

sin — =3 , sin — = 9 

2 2p 2 2p 

. CD €CD . AD €AD 

sin — = 9 sin — = , 

2 2p 2 2p 

et comme des propositions connues de géométrie élémen- 
taire donnent 

€ AC.€BD = G AB.<;CD -^ G AD. G BC, 

Gag _ gab.Gad + gbc.gcd 

GBD ~G^AB.GBC-f-GAD.GCD' 

il en résulte immédiatement les deux relations qu'il s'agis- 
sait de démontrer. 
Donc , etc. 

17S. Théorème. — La circonférence de grand cercle 
bissectrice de Vun quelconque des angles d'un triangle 
sphérique com^exe ou du supplément de cet angle, diin'se 
le côté opposé à ce même angle j dans le premier cas en 
deux segments additifs, et dans le second en deux seg- 
ments soustractifs tous deu.v moindres que i8o degrés^ 
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dont les sinus sont respcctiWment proportionnels aux 
sinus des deux autres côtés aboutissant aux extrémités 
non communes de ces deux segments. 

Démonstration . — Soi t ABC un triangle sphérique con- 
vexe quelconque. 

Fi et I\ étant les deux circonférences de grands cercles 

qui sont bissectrices, la pre- 
mière de Fangle A de ce 
triangle, la seconde du sup- 
plément de cet angle , il est 
évident que Fi coupe le côté 
BC, et qu'il n'en est pas de même de F,. 

Si Ton désigne par D le point de Fi qui se trouve sur 
le côté BC, et par D' Tun quelconque des deux points de 
Fs qui appartiennent au prolongement de ce côté, les 
triangles sphériques convexes AJÎD, ACD, ABD', ACD' 
donnent 




. A 

. ^^ sm — 

sin BD 2 


sin CD 

sin 6 


. A 
sin — 

2 




sin c """ sin ADB ' 


sin ADC ' 




A 

. «^» cos — 

sin BD' 2 


sin CD' 
ftin b "~ 


A 

ces-- 

2 




sin c sin AD' B ' 


' sin AD' C ' 




et, par suite ^ 








sinBD 
sin c 


sin CD 

Sin b 




(0 


sin BD' 
sin c 


sin CD' 
sin b 




N 


Donc, etc. 








Corollaire /. — On a 








sin CD 4- sin BD 


sin /^ 4- sin c 





sin CD — sin BD sin b — sin r 
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OU bicu 



a b -\- c 
tang- tan^ 



CD — BD"~ b-^c 
tang tang 



(3) 



De même , on a 



ou 



bien 



sin CD' H- sin BD' sin ^ -h sin c 

sin CD' — sin BD' sin A — sin c 



CD'-f-BD' ^4- 
tang tang 



a b 

tang ~ tang — 



(4) 



en supposant que le point D' soit le point de Fi qui divise 
le côté BC) dans le sens de C vers B, en deux segments 
soustractifs tous deux moindres que i8o degrés. 
Les relations (3) et (4) fournissent les suivantes : 

a CD'H-BD' B H- C 

. tang - tang tang 



CD — BD a B — C 
tang tang - tang 

JL 2 2 

Corollaire II. — Les relations (i) et (a) donnent 

sinBD __ sin CD 
sinBD'^sinCD'" 

ScoUe, — Quatre points Ai, A|, Aj, A* d'une surface 
sphérique étant situés sur une même circonférence de 
grand cercle, et de telle sorte qu'en parcourant celte cir- 
conférence dans un certain sens, à partir de Ai, on attei- 
gne d'abord At? puis A3 et enfin A4, ces quatre points 
sont dits former un système harmonique toutes les fois 
qu'on a la relation 

sin Al A4 sin A3 A4 
sin A| A, sin A3 A, 



1 
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Souvent, au lieu de dire que les quatre points Ai, A^, 
A3, A4 forment un système harmonique, on dit que Tare 
de grand cercle Ai As , ou As A4, est div^isé harmonique- 
ment aux points At et A4, ou Ai et As* 

De la définition que nous venons de donner et du Corol- 
laire II, il résulte que les quatre points C, D, 6, D 
considérés ci-dessus forment un système harmonique, ou, 
ce qui revient au même , que le côté BC du triangle sphé- 
rique convexe ABC est divisé harmoniquement aux points 
D et D'. 

phopriétés relatives a l'aire d'un triangle sphériqve. 

176. Théorème. — Un triangle sphérixfue connexe ABC 
étant considéré, si l'on désigne par A V angle dièdre 

A -f. B -h C — 2^^ 
on a les relations 



, b . c , 
sm - sm - sm A 
. A . 22 

sm - = sm — 

2 a 

cos- 
2 

et 

b c b . c 

cos - 008 — \- sm- sin- ces A 
A 22 22 

cos - =: 

2 a 

cos- 

2 



(•) 



N 



Démonstration. — On a 

à B + C 



2 



d'où 



- (- - 1) 



. A . B + C . A B + C A 

sin - = sm sm cos cos — » 

2 22 22 

A B + C .A B+C A 

cos - == cos sm — h sm cos — » 

2 22 22 
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et comme les formules de Delambre du ii" 156 donnent 



il vient 



et 



_ ^ cos 

. B-f-C 2 A 

sin zz: — ■ cos — 

2 ai 

cos - 

2 

b -\- c 

B+C *"'»-T-. A 

cos =: sin — » 

2 a 2 

cos - 

2 



cos cos 

.A 2 2 . ^ 

sm-= — : — sin A 

2 a 

2COS — 

2 



b -\- c b — c 

cos ^ cos 

^ ^ 2 . ,A 2 A 

cos = . sm* 1 cos' — 9 

% a 7. a 2. 

cos - cos - 

2 2 



OU bien 



b — c ô-+-r / 6 — c ô-+-c\ 
cos hcos h I cos cos cos A 

A 2 2 \ 2 2 / 



cos-== 



2 a 

cos- 

2 



Or 



on a 



b — c b -\- c . b , c 

cos cos = 2 sin - «n -> 

2 2 2 2 

6 — c b -\-c b c 

CO» f- cos = 2 cos - cos - y 

2 2 2 2 

donc, etc. 
Scolie, — Indépendamment des relations (i) et (2) on 
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a aussi, évidemment, les suivantes : 

« 

sm - siD - sm B sm - sm - sin G 

. ^ 2 2 2 2 

sm - = 7 = i 

cos — cos — 

2 2 

a c . a . c 



» cos - cos — h sin — sin - cos B 

A 22 22 



cos - = z 

2 . à 

cos- 

2 

a b a , b 

cos- cos - + sin - sm - cos C 
22 22 

c 
cos - 

2 . 

Corollaire /. — Si Ton désigne respectivement par D, 
E , F les points milieux des côtés BC , AC , AB du triangle 
sphérique ABC, on a 

ir^w, b c . b , c 

cos EF = cos - cos — h àm - sm - cas A , 

22 22 . 

^*, <ï c , a , c ^ 

cos Dr = cos - coà — h sm - sm - cos B , 

22 22 

^« ^ ^ . a . b ^ 

cos DE =r cos - cos — h sm - sm - cos C « 
22 22 

et, par suite, 

A __ cos EF _ cosDF __ cos DE 

2 a b c 

cos - cos - cos - 

222 

Ces dernières relations permettent de conclure immé- 
diatement cette propriété, savoir : 

Que si plusieurs triangles sphénques conv^exes ayant 
des aires égales et un côté commun appartiennent à une 
même sphère^ les arcs de grands cercles gui joignent les 
points milieux des côtés non communs pour chacun de 
ces triangles, sont égaux entre eux* 
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Corollaire II. — On a 
tang-tang-sin A 



lang- = 



2 b c 

1 4- tang-tang-cos A 

2 2 

tang - tang - sin B tang - tang - sm C 

2 2 ^2 2 



a C a b 

I -h tang-tang-cosB i+ tang -tang- cos C 

1 77. Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 
dans le théorème précédent, on a 

4 cosfl 4- cos b + cosc -h i 

ces - = . 

2 .abc 

4 cos - cos - cos - 

2 2 2 

Démonstration. — On a (n*^ 150) 

cosâ — cos b cosc 



cos A = 



sin b sin c 



et portant cette valeur de cos A dans Texpression de cos - 
donnée dans le numéro précédent, il vîent 

4 cos* - cos* — h cosfl — cos b cos c 

A ^ 2 2 

cos- = 



Or 



2 , a b C 

4 cos — cos - cos — 

2 2 2 



4 COS*- cos»- = (i-f- cosô) (i 4- cosc) 



2 2 

= I H- cos b H- cosc -+- cos b cos e , 
donc 9 etc. 

»7 
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Scolie. — La relation objet du théorème précédent a 
été donnée par Euler (* ) . 

Corollaire, — Les relations connues 

2 COS'-=I-f- COSfl, 2COS^-=ï-h COS*» 2 0OS'- =I-|-COSC, 
2 2 2 

donnent 

f a b c \ 
2 ( ces' — h cos' — ♦- ces' 1 I =1 ces a 4- CCS -+- cosc 4- ii 

\ 2 2 2 / 

et, par suite, il vient 

abc 
ces' — h ces' — h cos' I 

A 2 2 2 
COS-= ; 

2 abc 

2 cos - C05 - ces - 

2 2 2 

t 

178. Théorème. — Les mêmes choses étant encore po- 
sées que précédemment , si Von pose 

a -\-' h -^ c =z 2/?, 
on a la relation 

A ^ p p — n p — b p — e 

tang» 7 = tang ^ tang tang "-—- — tang ~ 

4. 2 2 22 

Démonstration. — Les formuies de Delambre du 
n® 156 peuvent s'écrire sous la forme 

b -{- e a h — c a 

cos cos — cos cos — 

2222 

. A — A~ . a' A-— A~ Â' 

sm sm - cos coB - 

22 22 



(') ffwa Aeta Âcad. se. imp. Petrop.^ t. X, p. 47*57. 
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d'où Ton lire 

.A .A — à a b -i~ c 

sm - — sin cos cos 

2 2 2 2 



.A .A — A a 6-f-c 

sin H sm cos — h cos 

2 2 2 2 

A — A A b -^ c a 

cos cos - cos cos - 

2 2 2 2 

A — À A b — c a 

cos h cos - cos h cos - 

2 2 2 2 



ou 



bien 



A 

4 p p — ^ 

tang— ^ 

A 2A — A p — b p — c 

tang j lang — -j = tang ^ tang —^ , 

et multipliant ces deux dernières égalités membre à mem- 
bre, il vient Ja relation qu'il s^agissait de démontrer. 
Donc, etc. 

Scolie, — La relation objet du théorème précédent 
est due à Lhuilier, de Genève, et la démonstration que 
nous venons d'en donpejr ^ été indiquée par M. E. Prou- 
het(»). 

179. Lemme. — Les deux points E, F, étant respec- 
tivement les milieux des de^x côtés AC, AB d'un tri- 
angle sphérique convexe ABC , si l'on désigne par G le 
point où la circonférence de grand cercle passant par ces 
deux points rencontre le côté BC prolongé, de manière 
à le diviser, dans le sens de B vers C , en deux segments 



(') Noùf, Annales de Math., t. XV, p. 91; i856. 
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soustractifs tous deux moindres que 1 80 degrés , on a 



ces BGF = lang - col EP. 



(0 



Démonstration, — D'après le théorème du n** 169, on a 

sÎD AE sin CG sin BF = sin AF sin BG sin CE , 

et comme les arcs de grands cercles AE, BF sont respec- 
tivement égaux aux deux 
autres CE , AF, il vient 

sin GG = sin BG, 
d'où 

JlCG + J3iBG = i8oP^ 




5tBG = 5lqo'»H 



Maintenant les triangles sphériques AEF, BFG donnent 



sinEF sinAE sinBG sioBF 



d'où 



sin A sinAFE sin BFG sin BGF 



c «^« sin AEsinBFsinA 
sinBGF=: — . . „^ 9 



ou bien 



sin BG sin EF 



. b . c , ^ 
sin - sm - sm A 

sin BGF == ^ y 

ces - sin EF 
2 



N 



et comme dans le même triangle BFG on a 

cot BF sin BG — ces BG cos B 

cet BGF = r-;; , 

sinB 
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OU bien 

a c , a , c 
<îos - cos — h sin - sin - cos B 

2 2 2 2 

col BGF = — ^ := ' ' , 

sin-sinB 

2 

ou bien encore, en désignant parD le point milieu du, 
côté BC , 

«^« cosDF ,,, 

cotBGF = > (3) 

c 
sin- sin B 

2 

il vient, en multipliant les relations (2) et (3) membre à 

membre, 

. b 

sin — . _ _ 
^-„ 2 sin A cos Dr 

cosBGI? = 



a smB sm£F 
cos- 
2 



ou bien , à cause de 



a a 

. ^ sm - cos - 

sm A sm a 2 2 

sin B sin ^ . b h 

sm - cos - 
2 2 

^^„ 2 cosDF 

cosBGF=-T-=- r-. 

sm EF b 

cos- 

2 



Or, on a (nM76, Coroll. I), 

cosDF cosEF 



b a 

cos - cos - 

2 2 



dqnc , etc. 

Scolie, — La relation 



%BG z= j3loo°-f- 
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établie dans la démonstration précédente , permet de con- 
clure immédiatement cette propriété, savoir : 

Que si plusieurs triangles sphériques convexes tracés 
sur une même sphère oni un côté commun j les circonfé- 
rences de grands cercles passant par les points milieux 
des deux autres côtés pour chacun de ces triangles, se 
croisent aux deux mêmes points situés sur le prolonge» 
ment du côté commun. 

180. Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 
dans les n^* 176 et 179, si Von désigne par H e£ I deux 
points situés respectii^ement sur les deux arcs de grands 
cercles FG, BG, de telle sorte quon ait 

5lGH = JîlEF, J?Lgi = J31bd, 

on a la relation 

cos — = cos IH. 

2 

Démonstration, — Le triangle sphérique BGH donne 
cos BH = cos GH cos BG -h sin GH sin BG cos BGF, 

ou bien 

a CL 

cos BH = — cos EF sm - -f- sin EF cos - cos BGF, 

2 2 

ou bien encore 

cos BH = sin EF cos - ( coS BGF — tang ^ cot EF } , 

et , par suite du numéro précédent , il vient 

^BH = 90°. 

De plus, comme, en vertu de ce qui a été démontre dans 
ce même numéro , on a aussi 

31 RI ~ c)o", 
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il en résulte que le point B est le pôle de Tare de grand 
cercle IH , et que par conséquent le triangle sphérique 
GIH est rectangle en I. 
Ce triangle donne donc 

cosGH 

cosIH = — -» 

cosGI 

ou bien 

cosEF 



CCS IH == 



a 

CCS - 

1 



et comme on a (n^ 176, Coroll. I) 



A cos EF 

cos - = 9 

2 a 

cos - 

2 



il en résulte la relation qu'il s'agissait de démontrer. 

Scolie. — Le théorème précédent a été énoncé pour la 
première fois par Gudermann, de Clcves (*). 

THÉORÈME DE LEXELL. 

181. Lemme, — Lorsque plusieurs triangles sphéri- 
ques convexes ayant des aires égales et un côté commun 
sont situés sur un même hémisphère dont la circonférence 
de la base est ce côté prolongé, les milieux des côtés non 
communs appartiennent tous à une même circonférence 
de grand cercle. 

Démonstration. — Soient ABC, A'BC deu^ triangles 
sphériques convexes qui , ayant des aires égales et le côté 
BC commun , sont situés sur un même hémisphère dont 
la circonférence de la base est ce côté prolongé. 



(•) Jouitt. de Crellc, t. VI, p. 312; i8'3o^ 
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Si Ton désigne par E, F, E', F' les milieux respectifs 
des côtés AC, AB, A'C, A'B, on sait que les circonfé- 




rences de grands cprcles F, F' passant, la première par 
les deux premiers de ces quatre points , la seconde par les 
deux autres, rencontrent le prolongement du côté BC en 
un même point G divisant ce côté, dans le sens de B vers 
G , en deux segments soustractifs tous deux moindres que 
i8o degrés (n° 169, Scolîe) , et que les deux arcs de grands 
cercles EF, E'F', sont égaux (n«176, Coroll. I). 
De plus, comme d'après le l^mme du n'* 179 on a 



a 



CCS BGF = tang - cet EF, 



a 



cosBGF' = tang - cot E' F', 

il en résulte que les deux angles BGF, BGF' sont égaux, 
et que par conséquent les deux circonférences F, F' co'm-» 
cident. Donc, etc. 

182. Théorème, -7— Lorsque plusieurs triangles sphé^ 
riques convexes ayant des aires égales et un côté com- 
mun, sont situés sur un même hémisphère dont la cir^ 
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conférence de la base est ce côté prolongé, les sommets 
non communs sont tous situés sur la circonférence d^un 
petit cercle parallèle au grand cercle sur lequel se trou-- 
i^ent les milieux des côtés aboutissant à ces sommets. 

Démonstration, — Les mêmes choses ëtaDt posées que 
dans le numéro précédent , si par le point A , que nous 
pouvons considérer comme n'étant pas plus éloigné du 
plan du grand cercle F que le point A', on trace le petit 
cercle y dont le plan est parallèle à ce grand cercle , le 
point A' se trouvera nécessairement sur la calotte sphé- 
rique détachée de l'hémisphère par le plan de ce petit 
cercle. 

Désignons par H et I les points où le prolongement du 
côté AB coupe respectivement les cercles F et y, par K le 
point où le prolongement du côté BA' coupe le premier 
de ces deux cercles , et par M le premier point que Ton 
atteint du cercle y lorsque, partant de fi et allant dans le 
sens de B vers A', on suit le côté BA . 

Comme les plans des cercles F et y sont parallèles, les 
deux droites joignant les points A et F respectivement 
aux points I et H sont parallèles , et par conséquent on a 

J3lAF==5llH, 
d'où 

51bF 4- 5tFI = 5llH ^- 51 FI = i8o°. 

Les deux points B et I étant aux extrémités d'un même 
diamètre de la sphère , le côté BA' prolongé passera néces- 
sairement par le point I , et on aura 

5lBF'-hJ3lF'I=:i8o°, 

ou, ce qui est la même chose, 

JtBF'-h J3tF'I = JîlF'I 4- JîtiK, 

d'où 

5tBr = AiK, 
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OU bien, à cause du parallëlisme des deux droites joi- 
gnant les deux points M et F' respectivement aux points 
let K, 

/-îl' BF = /*^ MF . 
Mais on a 

JtBr = JîlA'F'; 

donc les deux points A' et M coïncident ; donc , etc. 

Scolie. — ' Le beau théorème que nous venons de dé- 
montrer est dû à Lexell ( * ) . 

EXPRESSIONS BES DISTANCES POLAIRES DES CERCLES 
CIRCONSCRIT, INSCRIT ET EX-INSCRITS A UN TRIANGLE 
SPHÉRIQUE QUELCONQUE. 

183. Théorème. — Si Von désigne par r la plus petite 
des deux distances polaires du cercle circonscrit à un tri' 
angle sphérique coni^exe ABC y on a la relation 

b c . ^ 
C08-C0S- sinA 

cotr=: . (l) 

. a 
sin- 

Démonstration, — Le point O étant le pôle de ce cercle 

qui correspond à la distance po- 
laire r, traçons Tare de grand 
cercle OC, et désignons par D le 
point milieu du côté BC . On a 

^r.^ A -h B -f- C . 
angBCO = A, 

ou bien , en donnant à A la même signification qu'au 
nM76, 

angBCO = 1****— (a ) j 




(•) Nova Acta yicad. se. imp. Pctiop., t V, part. I; t. X, p. 57-63. 
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et, par suite, il vient 

A I = sin A CO8 cosA sin - , 

2/ 2 2' 



ou bien (n°176) 



cos-cod-smA 
2 2 

cosBGO = 

a 

ro9- 

2 

Maintenant , comme le point D est le milieu du côté 
BC, le triangle sphérique COD est rectangle, et, par 
conséquent, on a 

^ ^ _ cos BCO 

cotOC = ■ « 

tangCD 

ou bien 

b c , 
cos - cos - sm A 

cotOC = 

. a 

sin — 

2 

Or Tare de grand cercle OC n'est autre que r; donc, etc. 
Scolie. — Indépendamment de la relation (i), on a 
aussi évidemment les suivantes : 



^ ^ . ^ a b . 
cos - cos - sm B cos - cos - sm C 

22 22 

cot r =r = , 

. ^ . c 

sm - sm - 

2 2 



Corollaire. — Comme on a (n° 176) 



sin ~ sm - sm A 

.A 2 2' 
sin - =: , 

2 a 

cos- 

2 
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il vient 



SID- 
2 

cet r = — 



abc 
tang-tang-tang- 




184. Théorème. — La tangente de la plus petite des 
deux distances polaires du cercle inscrit à un triangle 
sphérique com^exe est égale au sinus de l'excès de son 
demi-périmètre sur l 'un quelconque des trois côtés y mul- 
tiplié par la tangente de la moitié de V angle opposé à 
ce côté. 

Démonstration. — Sok ÂBC un triangle sphérique 

convexe quelconque. Relative- 
ment au cercle inscrit à ce trian- 
gle, désignons par r' la plus 
petite de ses deux distances po- 
laires, par O son pôle corres- 
pondant à celte distance , et res- 
pectivement par D, E, F ses points de contact avec les 
trois côtés a , &, c. 

Le triangle sphérique rectangle AOF donne 

tang OF ou tang r' = sin AF tang - » 
et comme on a 

j3tAF = 5tAE, J3iBD=r5lBF, JtCD = 5lCE, 

il vient , en désignant par p le demi-périmètre du triangle 
sphérique ABC , 

^ AF -h ^BD 4- 5tCD = p-, 
d'où 



et, par suite , 
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tang r' = sin (/> — ^ ) lang - 



aôg 



On démontrerait de même que roii a 

B C 

tang r' = sin (/? — b) tang - = sin{p — c) tang -• 

Corollaire, — On a 



tang 



, 5\n{p — a) sin (p — b) sm(p — c) 

^ "" Â "" B "■ C 

cet- cet- col — 

2 2 3 



185. Théorème. -^La tangente de la plus petite des 
deux distances polaires de Vun quelconque des cercles 
ex-inscrits à un triangle sphérique convexe est égale au 
sinus de son demi-périmètre multiplié par la tangente 
de la moitié de V angle dans V intérieur duquel se trouve 
le pôle de ce cercle. 

Démonstration. — Soit ABC un triangle sphérique 

convexe quelconque. Désignons 
par r« la plus petite des deux 
distances polaires du cercle ex-^ 
inscrit à ce triangle, dont le 
pôle O correspondant à cette 
distance polaire se trouve dans 
l'intérieur de Fangle A, et res- 
pectivement par D , .E , F les 

points de contact de ce cercle avec les trois câtés (ou avec 

leurs prolongements) a^hyC. 

Le triangle sphérique rectangle AOF donne 




tang OF u tang r» = sin AF tang - y 

Je 
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et comme on a 

JIaf = 31ae, 

J31af = JIabh-JJIbd, 

itAE = j3lAC-hilCD, 

il vient, en désignant par p le demi-périmètre du triangle 
sphérique ABC , 

j3lAF-h5lAE ou 251aF = 2/», 

et , par suite , 

A 

tang ra = sm/? lang - • 

En désignant par r^ , r^ les plus petites distances polaires 
des deux autres cercles ex-inscrits au triangle sphérique 
ABC, et dont les pôles correspondant à ces distances po- 
laires se trouvent respectivement dans Fintérieur des' 
angles B, C, on démontrerait de même que l'on a 

, B C 

tang /^ = siD /? tang - 9 tang r^ = sm/? tang - • 

jt 2 

Donc, etc. 

Corollaire. — On a 

tangr«=: — ^L, tangr5= — ^ et tangr. = — ^. 
cot- cot- cot-* 

2 2 2 

Scolie. — La considération des triangles sphérique^ 
BOF, COE donne immédiatement les relations suivantes : 

B C 

tangr^i = sin (y? — c) col - = sin [p — b) cot - » 
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et on obtient de même les quatre autres : 

A C 

tang n = sin (/? — c) cot - = s\n{p — a) cet -7 

A B 

taDgre= sm(p — ^)cot- =: 8În(y7 --a) cet-* 

186. Théorème. — ZjCS mêmes choses étant posées 
quau n^ iSi^ on a la relation 

t , ^, _ sin (/^ - fl ) sin (/^ — ^) sin (/; ~ c) 

ânp 

Démonstration, — On a 

tang r' cot - = sin (p — ar) , 

tang r' cot - = sin (/? — ô) , 

et en faisant signifier à r^ la même chose qu'au n^ 185, il 
vient 

tangr. tang - = sm (/? — c) , 

A I 

cot r. tang— = -r» — 5 
"2 sm /? 

d'où Ton tire immédiatement la relation objet du théo- 
rème. 

Scolie. — Cette relation se trouve démontrée dans un 
Mémoire de Lexell ( ^ ) . 

187. Théorème. — Les mêmes choses étant posées- 
gù!au n^iS^y on ala relation 

rang r. - ^.-___ 



(» ) Àcta Aead, se. imp. Petrop.j pro anno 1782, pars prior, p. 75. 
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Démonstration* — On a 

t^ngTa cet - = sm/7, 

langre tang - = sin (^ -^ 6 ) , 

tang r. tang - = sin [p — c) 

Ju 

el 

B I 

COtTc COt - =: -; — 7 v? 

2 sin(/> — a) 

d'où l'on tire immédiatement la relation objet du tliëo- 
rème. Donc , etc. 

Scolie, — On établirait de mêmeles relations suivantes r 

sin p sin ip — a) sin ip — c) 

tang' n = — ^ ^4-7 —rr^ - 

^ sm (p — b) 



et 



_ sin/? sin [p — a)sm{p-^b) 
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PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES. 

Les propriétés géométriques que nous allons exposef 
ici ne se rattachent à la théorie des fonctions circulaires 
que par certaines démonstrations dont elles sont suscep- 
tibles. 

188. Théorème. — Relatwement à un triangle recti- 
lîgne quelconque ABC, les mômes choses étant posées 
quaux n^^ \iil et \4ti ^ on a les relations 

^/,_ (P — ^)[P—^){P — ^) « _ P{p—^)(p-'<^) 

p * p^a 

J ^ P{p — ^)iP'-^) j ^ P(P'-o)(p-'lf) 

"a — i > r. — • 

* p^b ' p — c 

Démonstration. ^-^ Les deux premières de ces relations 
sont fournîmes immédiatement et respectivement par les 
deux suites d'égalités déjà établies 

, r'= (/> — €ï)tang-, 



^ A' '^ ' ^2 

P taûg - 

r'=(p — b)iAïï^ -, 1 = g, 



/•« tang - 

2 



8 
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et 






A p — b 
r«^/?rang^, i— ^ 

Te tang - 

2 




B 

rc tang - 

1? — c 2. 

*• ^— . ' _ . t — - 




B' ' p-a 
tang- 



7. 



et les deux dernières se démontrent absolument com.me la 
seconde. Donc, etc. 

189. Théorème. — Si Von désigne par p le demi- 
périmètre d^un triangle rectiligne quelconque ABC , et 
par S sa surface y on a la relation 

Démonstration . — r' étant le rayon du cercle inscrit 
au triangle ABC , une propriété de géométrie élémentaire 
donne 

S' = p' r'% 

et, par suite du numéro précédent, il vient la relation 
qu'il s^ agissait de démontrer. Donc, etc. 

» 

190. Théorème. — Si Von désigne par a^ h ^ c^ d les 
quatre côtés successif s d^un quadrilatère conuexe et in- 
scriptiblé, et par d^ d' ses deux diagonales^ la première 
passant par V extrémité commune des deux côtés a et b, 
on a les relations 

{ab-\'cd){ac'\' bd) .. (ae -^ bd) (ad -h bc) 
acf -+- bc ab -h cd 

Démonstration . — En représentant respectivement par 
(a, fe), (a, d) les angles que forme le côté a avec chacun 
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des deux côlés £, ri, on a 

d'où ToD lire 

ces (ajd) = j— r-T — » 

^ ' ' ^lad-h bc) 

et, par suite, il vi<;nt les relations 

flrfH- bc 

^/a_^»^ ^i^ab 5 ; j 

ab H- ca 

qui se transforment immédiatement en celles qu'il s'agis- 
sait de démontrer. Donc, etc. 

191 . Théorème. — Les mêmes choses étant posées que 
dans le numéro précédent , si Von désigne par p le demi- 
périmètre du quadrilatère y et par r le rayon du cercle 
qui lui est circonscrit, on a la relation 

^ I {ab 'hcd){ac -i- bd)(ad-^ bc) 

'" "" 76 (/7 — û) (/? — ft) (jp — r) (/? — d) 

Démonstration, — Oa a ( n** 137 ) 

I ^" 

r> , 

4 sià'(â, b) 

et, par suite de ce qui a été établi dans le numéro précé- 
dent et au n® 444 (CoroU. U), il vient la relation^ objet 
du théorème énoncé. Donc, etc. -^ 

19a. TnÉonèME. — Si l'on désigne par a, b^c^d le^ 
quatre côtés successifs AB, BC , CD , DA d^un quadrila-^ 

i8. 
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tère conuexe quelconque ABCD, par J, d' ses deux dia-^ 
gonales ÂC, BD, et par S sa surface, on a la relation 

s» = ^(2W-H«»— *»-i-c>— £i»)(2J^-^fl»-^ft'--c»^-rf»). (i) 

Démonstration. — Soit O le point de rencontre des 
deux diagonales AC , BD^ et désignons les quantités 

OA, OB, OC, OD, angleAOBy 

respectivement par les lettres 

On a 

a' =r a' -I- a" — 2 a a' COS Ô , 

^»= p» + a" 4- 2 pa' cos Ô y 

r'i=P'4-p^*— 2pp'cose, 

d^= a» + p" -1- 2 ap' cose> , 
d'où 

fl'—^'+r'— «?* = --2(aa'4-pa'+pp'+ap')cose', 

et comme 

aa' -h pa'-f-pp' 4- aP'=(«+p)(a'-hP'),. 

il vient 

flp»— . A»4-c'— rfa==^ 2^^'cose. 

De cette dernière relation on tire 






ou bien 



sm'e^jj^-^ . ^, , 

et, par suite, le théorème du n" 145 donne la relation (i). 
Donc, etc. 
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Scoltè. — Le ihëorème précédent a été donné par 
M. Dostor (^). 

Corollaire I. — Lorsque le quadrilatère ÂBCD est 
inscriptîble à un cercle , on a 

Sâ' = ac -h bdy 
et, par suite, la relation (i) devient 

p désignant le demi-périmëtire du qi^adrilatère. 

Cette dernière relation y qui est due au géomètre hindou 
Brahmegupta (*) (du yi* siècle), peut se démontrer direc- 
tement, car on a (|i**M40 et 144) 

aire ABC = — sin ABC, aire ADG = — sio ABC , 
2 2 

sin' ABC = ^-^^i-^, (/,-«)(/,_*)( p - c) (^ - rf) , 

d'où Ton tire de suite la relation en question. 

Corollaire II, — Lorsque le quadrilatère ABCU es^ 
circonscrîptîble à un cercle, on a 

ce qui don^e 

a'— ^»-|rC'— rf»= 2(W— flrc), 

et, par suite, la relation (i) devient 

S' = i [8è' -*- aç — bd) {èè' — ac -f- bd). 



(*) NovLV, Annales de Math., t. VH , p. 69; 1848. 

(') Ghasies , Aperçu historique sur l'origine et le développement des nié- 
^^odes en géométrie , p. 4"3 1-432. 
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Corollaire III. — Lorsque le quadrilatèi'e ABCD est 
à la fois inscriptible et circonscriptible à un cercle, la 
relation (i) devient 

Observ^ation. — Nous laissons au lecteur le soin d'étu- 
dier ce que devient la relation (i) dans les autres cas qui 
peuvent se présenter. 
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PRELIMINAIRES. 

193. En géométrie élémentaire, on considère deux 
sortes de triangles, les triangles rectilignes et les triangles 
sphériques. Ce sont ces deux sortes de triangles que nous 
allons considérer ici. 

On appelle éléments d'un triangle rectiligne ou sphé- 
riqne , les trois angles et les trois côtés qui le constituent. 

Dans ce qui va suivre, les angles des triangles seront 
toujours supposés évalués en degrés, minutes, secon- 
des, etc., et il en sera de même pour les côtés des triangles 
sphériques. 

Lorsqu^un triangle est déterminé par suite d'un nom- 
bre suffisant de quantités données , et que ces données 
sont exprimées numériquement, on entend par résoudre 
ce triangle , calculer les valeurs numériques de ses élé- 
ments inconnus. 

194. La trigonométrie a pour but la résolution des tri- 
angles. Elle prend le nom de trigonométrie rectiligne ou 
de trigonométrie sphériqiie, selon qu'elle s'occupe des tri- 
angles rectilignes ou des triangles sphériques. 



1 



^8o TRIGONOMÉTRIE. 

PREMIÈRE PARTIE. 

TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE. 



RÉSOLUTION d'un TRIANGLE RECTANGLE 9 LORSQUE) INDÉ- 
PENDAMMENT DE l'angle droit ET DE L^UN DE SES 
CÔTÉS, UN AUTRE DE SES ÉLÉMENTS EST CONNU. 

195. Soît un triangle rectangle quelconque ABC. 

La résolution dont il s'agit présente quatre cas dis- 
tincts. 

Premier cas. — Si l'on donne a , B , on a pour déter- 
miner C, 5, c, les relations 

C = 90® — B, 6 = asinBy c = a cosB. 

Deuxième cas. — Si l'on donne a , 6, on a pour déter- 
miner B, C , c les relations 

b 
sinB = -» C = qo" — B, c = flcosB. 

On pourrait aussi faire usage des formules 

b 

c» = (flH-A)(a — ^), cosC = — 

Troisième cas, — Si l'on donne ft, B ou C, on a pour 

déterminer le second angle aigu et les deux c^lés a , c , les 

relation^ 

b 
Bh-C = qo% /ï = -t— rr? c=AtangC. 
^ smB " 

Quatrième cas, — Si Ton donne ft, c, on a, pour dé- 
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tjermiuer a , B, C , les relalions 

b ^ _ b 



tangB = -9 Cr=qo* — B, rt = - ,^ 
^ c ^ sinB 

RÉSOLUTION D^Uir TRIANGLE QUELCONQUE, LORSQUE, INDÉ- 
PENDAMMENT DE L^UN DE SES CÔTÉS , PEUX AUTRES DE 
SES ÉLÉMENTS SONT CONNUS. 

196. Soit un triangle quelconque ABC. 

La résolution dont il s'agit présente quatre cas dis- 
tincts. 

- Premier cas, — Si l'on donne le côté a et deux angles , 
on a • pour déterminer le troisième angle et les deux autres 
côtés i, Cy les relations 

^ ^ ^ , sin B sin C 

A -+-B-+-C = l8o% *=:£l-:— -9 C = fl-r— 7- 

smA sin A 

Deuxième cas. — Si Ton donne les deux côtés a, b 
et l'angle A non adjacent au premier, on a pour calculer 
les deux autres angles B, C et le troisième côté c , les re- 
lations 

sinB = -sinA, C =:i8o"-- (A -h B), c = fl-T— -• 
a ' sin A 

Discussion. — Pour que le problème soit possible, il 

faut que le produit b sin A ne soit pas supérieur au côté a. 

Si on a 

a ^ 6 sin A , 

on trouvera pour B deux valeurs, Tune V moindre que 
90 degrés^ et l'autrç égale à ;8o*'— , V. Par suite, on aura 
pour C et c les valeurs respectivement correspondantes 

C =r i8o°— (A + V), ç = y — A, 

sin(A-+.V) sin(V — A) 

c zz:. a —, , c z=. a ^ • 

sin A sin A 
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Pour que Tangle V réponde à la question ^ il faut et il 

suffit qu^on ait 

V<i8o«— A. 

Pour que l'angle 180° — -V y réponde, il faut et il 

8ufQt qu'on ait 

V>A. 

Examinons dans quelles circonstances ces conditions 
sont remplies . 

1°. Si A est au moins égal à 90 degrés, Tangle V seul 
peut répondre à la question , et il n'y répond qu'autant 
que Ton a 

$inV<]sin(i8o" — A) = siaA, 



• • 



ou , ce qui revient au même, 

2°. Si A est moindre que 90 degrés, des deux angles V 
et 180® — V, le premier répond toujours à la question, 
et le second ne peut y répondre qu'autant que l'on a 

sinV> sinA, 

ou , ce qui revient au même , 

Il est aisé de voir que les résultats de lai discussion pré- 
cédente concordent parfaitement avec ceux qui sont don- 
nés, en géométrie élémentaire, dans la discussion du 
même problème considéré sous un point de vue purement 
graphique. 

Scolie, — La solution du problème précédent pourrait 
être présentée comme il suit: on a 

rt'= ^-H- £"■— 7.bc cosA, 
d'où 

V :z:^ b cosA ifc \/fl2 — h^ sin'A , 
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OU bien 

c-=zh C08 A : 



/ 6' sin' 

V' — ^ 



Or, comme, pour la réalité de ces valeurs de c, on doit 
avoir 

- sin A 5 I, 

a ~ 

on peut (cette condition étant remplie) déterminer un 
arc positif (f moindre que 90 degrés , tel qu on ait 





^ • A 

- sm A =: sin v. 
a 


d'où l'on tire 






. sinep 
sin A 



et, par suite , il vient 

sinfCOsA , sin(®±A) 

c^^ a 1 — - — dt a ces a =.a \ — ; — --• 

sin A ^ sra A 

Il est aisé de voir que cette seconde manière de calculer 
le côté c n'est qu'en apparence différente de la première. 

Troisième cas. — Si l'on donne les deux côtés ft, c, et 
Taugle A qu'ils comprennent, on a, pour calculer les deux 
autres angles B, C et le troisième côté a , les relations 

B — C ^ — c A , , 

tang = -r cot -, (i) 

B-+-C B — C A B — C 

2 2 ^ • 2 a 

B4-C B — C A B — C 

C = = 90" , 

2 2^22 

. A 
sm — 

a = {b-^c) g-i-^- (2) 

cos 
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La relation (i) s'obtient comme il suit : on i\ 



d'où 



ou bien 



b _ € 

sin B sin C 

b -h c sin B + sin C 

b — c sin B — sin C 

B + C A 

tanc col — 

6-*- c ® 2 a 



b — c B— C B — C 

teng — ^— rang — ^— 

Pour obt(enir la relation (2), il suffit d'observçr quç 

les égalités 

a b ç 



sin A sin B 


sinC 


donnent 




a b -\- c 


^-f- c 


sin A sinB + sinC 

2sm 


bh-c b — c 

ces 

2 2 


b -k-c 




A B — C 

2 CCS — CQS 

2 2 





et que Ton a 



sin A = 2 sin - cos - ( ' ). 
2 2 ^ ' 



C ) La relation (2) pQut èlre obtenue de cette autre mjinière , 

On a 

a' == &• -h c* — ihc 008 A , 

pu bien 

a' = (A*-h c") |c08* — h sin' - j — aftc (cos't sin*— l» 

pu bien encore 

<=(i + c)'.m.^[,H-(^co4)*]; 

et, en désignant j»ar f ranglc positif ou négatif moindre en valeur ab- 
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Scolie J. — Pour calculer le côté a, on pourrait em- 
ployer la relation 

« = ^^5-5» (3) 

SIDD 

mais on voit de suite qu elle donnerait lieu à un calcul un 
peu plus long que celui aucjuel conduit la relation (a). 

Scolie H. — La relation (i) peut être remplacée par 
une autre quelquefois plus commode dans la pratique. 

Ainsi , en désignant par ^ un arc tel que 

taftg4*=îj 
il vient 

b — c I — tang\L tang 45"* — tâog \|> . ,,^„ ,, 

7 == ^T = — ^-^ — TP ^ = tang (45"— 4»), 

A-hc i-f-tafig>^ 1+ tang45®tang>^ ^ ^^ ^^' 



et , par suite , 

tang — : — = tang (40 — y) cot -• 

Cette dernière relation doit être surtout employée lors- 
que ce sont les logarithmes des deux côtés & et e qui sont 
connus , et noti ces côtés eux-^mèmes. Dans ce dernier cas, 
la relation (3) doit être préférée à la relation (2). 



saluer que 90 


degrés 


(lequel n'est autre que Y» qui donne 














il vient 






sm* — 

-• — fi. . -«^ï-.. _ ' ^ 






^ ' coa'y 




d'où l'on tire 






. A 
sin — 

a = (6 -i- c) . 





ces 
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Quatrième cas. — Si l'on donne les trois c!Ôtés a^b^ c^ 
on a pour calculer les angles A , B^ C , les relations 



2 P{p — a) 



tang' - = 7 rr — > 

6 2 p{p — è) 

dans lesquelles p désigne le demi-périmètre du triangle. 
Pour obtenir l'une quelconque de ces trois relations , 
par exemple la première , il suffit d'observer que l'on a 

^ a 

et 

A I 

ces' - = -9 

2 A 

I H- tang» - 

2 

d'où l'on tire 

,A _ a''-{b — cy __{a-^ b -h c) (a -i- b -^ c) 
tang' 5 - (^ + ^)2 _ a' ^ (^a -^ b + c){h -h c -- a)' 

ou bien 

A (n-^b)(p^c) 

^2 p(p-a) 

On pourrait aussi conclure cette relation de ce qui a 
été établi aux n°* 14-2 et 188, car en conservant les nota- 
tions de ces numéros , on a 



et 



A r' 




" 2 p — a 

.„_(P—'')(P~f')(P~ 


■c) 


P 


? 



d'où l'on tire la relation en question. 
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Discussion, — Supposons qu'on ait 

a>b>e. 

Les identités 

{p-^) + {p — b)z=c, 

montrent que deux quelconques des trois dilTéreuces 

p ^ Oy p •— by p — Cf 

ne peuvent être négatives, et en observant que les valeurs 
des trois quantités 

A B ,C 

tang'- 5 tang'-5 tang'-j 

2 2 «^ 

doivent être positives , on en conclut immédiatement que 
la condition nécessaire et suffisante pour que le problème 
soit possible est 

/? — a>o, 

ou, ce qui revient au même^ 

a <Cb -i- c. 

Cette condition est en effet, comme l'on sait, celle qui 
doit exister pour qu'avec les trois longueurs a , i , c don- 
nées comnie c6tés d'un triangle , on puisse construire ce 
triangle . 

Scolie. — Des relations données au corollaire du n*^ 138, 
on tire très-facilement les suivantes : 

. ,A [p^b){p--c) 
2 bc 

2 ac 

. 2. ' ab 
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et 

A p{p — a) 

COS»- = 7 t 

2 OC 

C08''— = ? 

2 ac 

C plp — c) 
2 ab 

qui peuvent être employées dans le problème précédent 
pour la détermination des angles A , B, C. Mais, lorsque 
l'on veut calculer deux de ces angles , elles ont Tinconvé- 
nient d'exiger des calculs un peu plus longs que ceux aux- 
quels conduisent les relations que nous avons données en 
premier lieu. 

EXEMPLES DE RÉSOLUTION DE TRIANGLES, LORSQUE LES 
ÙONNÉES NE SONT PAS TOUTES DES CÔTÉS OU DES 
ANGLES. 

Le nombre des problèmes qui peuvent être proposés 
sur la résolution des triangles est illimité. Nous allons eu 
traiter quelques-uns des plus remarquables. 

197. Problème. — Résoudre un triangle ABC, con- 
naissant a ^ b dz c et A, 

Solution. — i^. Si l'on donne A + c, on déterminera 
les angles B et C à Taide des relations 

B — C b-h c , A , ,^^ ^ 

cos = -—- sm - (n<> 196, 3* cas , (i) 

2 a 2 ^ ' ^ ^ 



^ B-hC B — C A B — C 

2 2^22 

^ B-hC B— C „ A B — C 

C = =90" , 

2 2 "^ 2 2 

et, par suite, on aura Z> et c (n° 196, i*^*" cas). 



('•) 
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2°. Si Ton doune b — c^ on déterminera les angles B 
et C à Taide de la relation 

. B — C i— -c A 

sin = ces - , 

2 a 2 

jointe aux égalités (2)^ 

Cette dernière relation s'obtient à peu près de la même 
manière que la relation (i). 

198. Problème. — Résoudre uri triangle- ARC ^ con- 
naissant a , & =b c, et B. 

Solution. — On calculera l'angle C à l'aide de laî pre- 
mière ou de la seconde des deux relations suivantes : 

C {b-\-c) — a B 

taBg - = 2 j-r 1 cet - , 

**2 a-{-(b-^c) 2 

C fl — (6 — c) B 

tang - = 7-j f tang -, 

selon que 6 + c ou & — c sera connu , puis on achèverai 
comme au n** 196, i®*" cas. 

Ces deux dernières relations sont une conséquence 
immédiate de celles qui ont été données au n^ 196, 4^ <^^s. 

199. Problème. — Résoudre un triangle ABC, con- 
naissant a, bc et A, 

Solution. — Les relationis 



a 



sin A sinB sinC 
donnent 

fl' bc bc 

2siD'A ssinBsinC cos(B — C) -f- ces A 

et, par suite, en désignant par (p l'arc positif, moindre 

19 
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que 90 degrés , pour lequel on a 

bc . ^ 
cot <p = 2 — sm A , 

il vient 

f^ ^. sin(A — 9) 

cos(B — C) = — ^ ^• 

' sm ç 

Cette dernière relation donnera B — C , et comme on 
connaît B H- C, on aura B et C. Les côtés ft , c se calcu- 
leront comme au n** 196, i®"^ cas. 

200. Problème. — Résoudre un triangle ABC, con- 
naissant a, ~ et A. 

c 

Solution. — On déterminera les angles B et C à l'aide 
de la relation ^ 

R — C* r A 

tang =T cet- (n°196, 3« cas), 

--+-1 
c 

jointe aux relations (3) du n° 197. 

La solution s'achèvera ensuite comme au n^ 196, 
i" cas. 

201. Problème. — Résoudre un triangle ABC, con- 
naissant a^ ip (= a4-i-f-c) et r [ rayon du cercle cir- 
conscrit). 

Solution. — On déterminera T angle A à Taide de la 
relation 

smA = — 
SA- 

Voyons maintenant comment on pourra calculer les an- 
gles B et C. 
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Les relation» 



,_(i)_a)_© 

sin A sin B sin C 
donnent 



sioA-hsinB + smC A R — G 

sin A -h 5t cos - cos 

9. 2 

d'où 

B-C 



cos 



2 \rsiDA / 



Or, comme p est ]> rsin A, il existe un certain arc posi- 
tif ^ moiinlre que 90 degrés, pour lequel on a 



. . rsin A 
sin'(i) = ? 

' P 

et , par suite , il vient 

B-C . A ^, 

cos = sm - cot'». 

2 2 ^ 

B — C 
Cette dernière relation donnera Tanele ? et la solu^ 

tion s'achèvera comme au n° 197. 

302, Provlèice. — ' Résoudre un triangle ABC, con- 
naissant a, r (rayon du cercle circonscrit) et h (hautein* 
du triangle correspondant au côté ^ ). 

Solution. — On déterminera l'angle A à l'aide de la 
relation 

sin A r:^ — 9 

2 r 

et comme on a 

nh abc 

2 ^r 

ou , ce qui revient au même , 

be =z %rh , 

10 
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on calculera le produit bc, et , par suite , ofi achèvera la 
solution comme au n^ 199. 

Dans cette solution , il ne sera pas nécessaire de calcu- 
ler le produit &c, mais seulement son logarithme. 

203. Problème. — Résoudre un triangle ABC, con- 
naissant h ^ 2p (== a -h b -^ c) et r' (rayon du cercle in- 
scrit). 

Solution, — On déterminera le côté a à F aide de la re- 
lation 

p — a = r cot - » 

et, par suite, on sera ramené au problème du n*^ 197. 

204. Problème. — • Résoudre un triangle ABC, con- 
naissant a^ ip (= a -H ft -H c) e* S (surface du triangle). 

Solution, — On déterminera F angle A à Faide de la 
relation 

cote: -^ llltZLl} 

que Fon déduit immédiatement de celles établies aux 
n°* 189 et 196 (4* cas), et , par suite, on sera ramené au 
problème du n*^ 197. 

205. Problème. — Résoudre un triangle ABC, con- 
naissant AjB et 2p (= a^^-b -^ c). 

Solution, — On a 

C = i8o^--(A-f.B). 
De plus, si Fon observe que la quantité 

^P 

sin A -t- sinB -+- sinC 

est égale à chacun des trois quotients 

abc 
sin A ' sin B sin C 
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et que Ton a (n° 40) 



sînA -h sinB + sînC = icos- co$-cos-» 

^222 



il vient 



.A . B SI C 

ftin — sin - n -.: 

2 -, 2 2 

='P S ?.' ^ = P 7 n^ C=p 



B C ^ A C ^ A B 

COS - C08 - cos - cos - co» — cos - 

2 2 2 2 2 2 

Ayant calculé a , au lieu de calculer & et c à l'aide des 
relations précédentes , on pourrait achever la solution du 
problème comme il est dit au n^ 196, i*^*" cas. 

206. Problème. — Résoudre un triangle ÂBC, con^r 
naissant A^BetS (surface du triangle). 

Solution . — On a 

C = i8o«— (A-hB), 

et la relation connue 

a' sin B sin Q 

S ^ . T 

2 sinA 
donnie 

sinBsinC 

Ayant calculé le côté a à l'aide de cette dernière relation , 
on achèvera la solution du problème comme au n^ 196, 
1^^ cas, 

207. Problème. — Résoudre un triangle ABC, co/i- 
naissant a^ A et S (surface du triangle). 

Solution, — La relation 

<i' sinB sind 

2 sin A 
donne 

S = 7—.—: [cos(B — C)4- cosAI. 
4 sin A '' 
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et, par suite, en désignant parc Tare positif, moindre 
que 90 degrés , pour lequel on a 



il vient 



4S 



co*rB — C) = — ^ ^• 

SlDf 



Cette dernière relation donnera B — C, et comme B+C 
est connu , on aura B et C. Les c6tés b^ c se calcnleront 
comble au n° 196, i®"* cas. 

208. Problème. — Résoudre un triangle ABC, con- 
naissant K^JS et r' (rayon du cercle inscrit au triangle). 
Solution. — On a 

C = i8o»— (A-f-B). 

De plus , comme les relations 

/ A i. , B , C 

p — a = rcot— ) p — ^ = r'cot-» p — c = r cot-> 
*^ 2 "^ 2 2 

où p désigne la quantité » permettent de calcu- 
ler les différences 

P — «» P — ^1 /? — <^> 
et que l'on a 

/? = (p — û) -h {/? — ^) -f- (/? — ^) , 

pn en déduit immédiatement les valeurs de a , t , c. 
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DEUXIEME PARTIE. 

TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 



OBSERVATION RELATIVE AUX TRIANGLES SPHÉRIQUES 

RECTANGLES. 

209. Lorsqu'un triangle sphérique est bi- rectangle, 
les côtés opposés aux angles droits valent chacun 90 de- 
grés, et le troisième côté a la même mesure que Tangle 
non adjacent. La détermination d'un tel triangle consiste 
donc simplement dans la connaissance de Tangle oblique 
ou du côté qui lui est opposé. 

210. Lorsqu'un triangle sphérique est tri-rectangle, les 
trois côtés valent chacun 90 degrés. Les triangles sphé- 
riques de cette espèce ne peuvent donner lieu à aucun 
problème de résolution. 

RÉSOLUTION d'un TRIANGLE SPHÉRIQUE UNI-RECTANGLE (^), 
LORSQUE, INDÉPENDAMMENT DE SON ANGLE DROIT, ON 
CONNAIT DEUX AUTRES DE SES ÉLÉMENTS. 

21 1 . Soit un triangle sphérique uni-rectangle ABC. 
La résolution dont il s'agit présente six cas distincts: 
Premier cas, — Si l'on donne a , B, on a , pour déter- 



(') Nous employons ici la dénomination de triangle sphérique uni- 
rvctanglc pour désigner un tiiangle sphérique qui a «n seul wn^le droit. 
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miner C^ 6, c, les relations 

^ coiB . , . . ^ ^ 

tangC == -^ » sin6 = sinasinB, tangc = taDgacosB. 

Il n- y a ici qu'une seule solution , car le côté b qui est 
donné par son sinus, est de même espèce que Tangle 
donné B(n« 153, Coroll.). 

Deuxième cas. — Si l'on donne a, &, on a , pour dptcr- 
fnînerB, C, c, les relations 

. « sipj tang^ cosa 

SinB = -; 5 CQSC = ^— y COSC = y 

siD^ tang^i cos^ 

Il n'y a ici encore qu'une seule solution , car l'angle B, 
qui est donné par son sinus, est de mêiue espèce que |e 
côté donné b (n° 153, Coroll.). 

Troisième cas, — Si Ton donne ft, B, on a , pour déter- 
miner C, fl, c, les relations 

. ^ cosB sin ^ . lanc b 

$inC = jf sm« = -^ — — î smc= — ^—■* 

ces 6 smB tangB 

Discussion. — Les trois éléments inconnus C, û, c 
étant donnés par leurs sinus, sont susceptibles chacun de 
deux valeurs; c'est pourquoi il y a lieu à discuter le pro- 
blème. 

D'abord si le côté b et l'angle B ont la même mesure en 
degrés, minutes, secondes, etc., on a 

» ^ 

sinC = sin« = sin p= i , 

ou , ce qui revient au même, 

C = 90", fl = ç = go^ 

et par conséquent le triangle est bi-rectangle , ce qui est 
visible à priori. 

Supposons maintenant que Iç côté b et l'angle B n'aient 
pas la même mçsure en dçgrés, minutes, secondes, etc. 
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1^. Si b est <C9o°, pour que le probLëmc soit possible, 
on doit avoir 

B<90% 

et la mesure de b en degrés, minutes, secondes, etc., 
moindre que celle de B. 

De plus , en désignant par F, a , y les valeurs inférieures 
à 90 degrés , que les Tables trigonométriques font con- 
naître respectivement pour G , a , c , on a les deu^ soli;- 
tions suivantes : 

!C = r, / C=i8o»— r, 

a = a, 2*^ solution, { « = ï8o° — a, 

c = 7, ( c = 180" — 7. 

2°. Si b est > 90**, pour que le problème soit possible, 

on doit avoir 

B>90°, 

et la mesure de b en degrés, minutes, secondes, etc., 
plus grande que celle de B. 

De plus, en désignant toujours par F, a, y les valeurs 
inférieures à 90 degrés que les Tables trigonométriques 
font connaître respectivement pour C , a , c , on a les deux 
solutions suivantes : 

IC=:i8o° — r, i C = r, 

\ 
a =:uy 2* solution, < a= 180° — a, 

c=i8o® — 7, W = 7. 

On peut voira priori que si le côté b et T angle B n'ont 
pas la même mesure en degrés, minutes j secondes, etc., 
le problème admet deux solutions ou bien aucune. 

Dans la discussion précédente , lorsque nous avons sup- 
posé que le côté b et l^anglc B n'avaient pas la même me- 
suie en degrés, minutes, secondes, etc., nous n'avons pas 
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du faire Thypothèse de ^ = 90*^, parce que, dans celte 
hypothèse, le problème n'est possible qu'autant que Ton 
a aussi B = 90°. 

Quatrième cas , — Si l'on donne fc, C, on a pour dé- 
terminer 6 , a , c les relations 

« , . ^ tang^ . , 

cosB = cos 6 sm C , tangâ = — ^ t tang c = sin 6 tangC. 

Cinquième cas. — Si Ton donne é, c, on a pour dé- 
terminer a , B , G les relations 

, ^ tanc'^ ^ tance 

cosa = cos b cos e , tang B = . ° ? tanc C = . , » 

smc ° sino 

Sixième cas, — Si l'on donne B , C , on a , pour déter- 
miner a , & , c , les relations 

^ ^ . cosB cosC 

cosa = cotBcotC, ros^=-; — -^ cosc = -; — -• 

sin G sm B 

Observation, — Lorsqu'on applique le calcul des loga- 
rithmes aux différents cas que nous venons de traiter, il 
peut arriver, un arc ou un angle à calculer étant donné 
par son cosinus ou par sa tangente, que la valeur de ce 
cosinus ou de cette tangente soit négative^ dans ce cas, il 
faut calculer à la place de cet arc ou de cet angle , Tare 
ou Tangle supplémentaire, lequel a, au signe près, le 
même cosinus ou la même tangente. 



RÉSOLUTION d'un TRIANGLE SPHÉRIQUE QUELCONQUE, 
LORSQUE TROIS DE SES ÉLÉMENTS SONT CONNl^S. 

212. Soit un triangle sphérique quelconque ABC. 
La résolution dont il s'agit présente six cas distincts : 
Premier cas, — Si Ton donne « , /? , c , on a , pour dé- 



DEUXIÈME PABTIE. 'IQQ 

terminer A, B, C, les relations suivantes: 

,A sin (p — ^)sin(i7 — c) 

2 Sin/7SlD(/7 — a) 

tang'2 = sin(/^-g)sin(/?-c) 
° 2 siri psm[p — b) 

C _ sin(/y — fl)sin(/?~^) 

Wng — — ;; ; — r r 9 

2 sinpsin(p — c) 

dans lesquelles p désigne le demi-périmètre du triangle. 

Pour obtenir Tune quelconque de ces trois relations , 
par exemple la première, il suffit d'observer que Ton a 

cosa — cos b ces e zzzsînb sin c cos A 
et 

I — lang' - 

cos A = T » 

I -h tang^ - 



d'où Ton tire 



A cos a — cos Ib — c) 
tang» - = — 7T r^^ ? 

^ 2 COi>{b-hC) — COSrt 



ou. bien 



c'est-à-dire 



. a-hb — c . a — b -h c 

sm sin 

A 2 2 
tang*- = 7 7 9 

sm sin 



A sm(p — b)sm(p — c) 

taog' — = — ^-f- ^ ■ • 

2 s\xïpsin(p — a) 



On pourrait aussi conclure cette relation de ce qui a 
été établi aux n*"* 184 et 186, car en conservant les nota- 
tions de ces numéros, on a 

A tanj; r' 

tang - r=r . 

2 Sin [p — a) 
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et 

tangi r' = sm(/?--a)siD(y^ — 6)sin(/?~-c) ^ 

d'où Ton tire la relation en question. 
Discussion. — Supposons qu'on ait 

a>b>c. 

Les identités 

(p^a)'h{p-'b)=: c,\ 

(/>-a)-+-(/>-c) = ^,| (,) 

montrent que deux quelconques des trois différences 

p^a, p — by p — cy 

ne peuvent être négatives , et en observant que chacun 
des côtés a^h^c est moindre que 1 80 degrés , et que les 
trois quantités 

,A ,B ,C , X 

tang' - 9 tang' - » tang' - > ( 2 j 

doivent être positives , on conclut même de suite que Tune 
quelconque de ces trois différences ne peut être négative. 
De plus , les identités (i) et les suivantes : 

/? 4- (a? — «) = 6 -f-c, 

P'^r{p—-b)-=.a'\'Cy 
p-^{p — c)=:a 4- by 

montrent que parmi les quatre arcs 

/?, /? — a, p — by p — cy 

il ne peut y en avoir deux qui soient chacun non infé- 
rieur à 180 degrés, et comme, afin que les trois quanti- 
tés (2) soient positives, ces quatre arcs doivent être en 
nombre pair (zéro comptant pour nombre pair) moindres 
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que 180 degrés, il en résulte immédiatement que les con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour la possibilité du 
problème sont 

û ^ ^ -4- c. 

On sait, en effet, que ces conditions sont celles qui 
doivent exister pour qu^avec les trois arcs de grands cer- 
cles ay b, c donnés comme côtés d'un triangle sphérique, 
on puisse construire ce triangle. 

Scolie /. — Des relations données aux n*'* 31 et 150, 
on tire facilement les suivantes : 

A _ sm[p-^h)sm[p'-c) 

9111 *— ■■■ ' . y ' " • î 

2 sine^smc 

. ,B sin(j» — a)sïnip — c) 
2 sin<7smc 

C _ sm{p — a)sin{p'-'b) 

9111 — s • • 7 

• 2 smasm^ 

A sinpsin(jD — a) 

ces'- = — ^. , . ^ î 

2 smosmc 

B _ swpsmip-^b) 

COS' - = : : f 

2 smasmc 

.C sinj9sin(/> — c) 

€0S'- = — ^ ^— 7 — -j 

2 smeism^ 

qui peuvent être employées dans le problème précédent 
pour la détermination des angles A, B, G. Mais, lorsque 
l'on veut calculer au moins deux de ces angles , elles ont 
l'inconvénient d'exiger des calculs un peu plus longs que 
ceux auxquels conduisent les relations que nous avons 
données en premier lieu. 

Scolie II. — La première de» relations établies au 
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n" 150 donne 

cos« — cos^ cosc 

COSA =: ; i ; 9 

sm sin c 

et, en désignant par (f le plus petit arc positif pour lequel 

on a 

cos^ = cos^ cosc y 
il vient 



cos« — cos» 

cosA = — ; — j—. -y 

sm sin c 



ou bien 



sin sm - 



cosA =: 2 



sin 6 sinc 



A l'aide de cette dernière relation, on pourrait calculer 
Tanglc A , et les deux autres angles B et C se calculeraient 
de la même manière. 

Deuxième cas, — Si Von donne A, B, C, on a pour 
déterminer a, ft, c les relations 

^a siDSsin(A — S) 

'*°^ 2 ~ sin(B — S)sin(C — S)' 

^ù __ siDSsin(B — S) 
*^"^ 5""sin(A--S)sin(C — Sj' 

jC siDSsin(C — S) 

*^"^ 2~'sin(A — S)sin(B — S)' 

dans lesquelles S désigne Texcès de la demi-somme de» 
angles du triangle sur un dièdre droit. 

Pour obtenir l'une quelconque des trois relations, par 
exemple la première, il suffit d'observer que Ton a 

cos A H- cosB cosC = sin B sVn C cosa 

et 

a 
1 - tang' - 



COSA 



a 

I -f- tang' - 
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d*où Ton lire 



3o3 



ou bien 



. a cos A H- cos (B 4- C ) 

tîins ""^ *"" ^ ) 

^ 2 COS A H- cos(B-- C) 



A-+.B-1-C A — B — C 

co» ■ cos — 



2 

A^ 

cos — cos 



'""8'i = A + B-C A-B+'C 



2 2 

c'est-à-dîre 

^fl siDSsÎD(A — S) 

^°^ 2 "" sin(B-S)sin(C-S)' 

La discussion de ce second cas se fait à peu près comme 
celle du premier, et en admettant que Ton ait 

A>B>C, 

on trouve que les conditions nécessaires et suffisantes 
pour la possibilité du problème sont 

A-hB-+-C>i8o°, 
Ah-B — C<i8o«, 

chacun des angles A , B , C étant d'ailleurs supposé moin- 
dre que i8o degrés. 

Ces conditions sont en effet, comme Ton sait, celles 
qui doivent exister pour qu'avec trois angles dièdres A , 
B, C (chacun moindre que i8o degrés) donnés comme 
angles d'un triangle sphérique, on puisse construire ce tri- 
angle. 

Scotie 1. — Des relations données aux n®* 31 et 151, 
on tire facilement les suivantes : 

. , a sinSsin(A — S) 
2 smBsinC 

. h sinSsinfB — S) 

sm^ - = . /. ^ — '1 

2 smAsmC 

c sinSsinfC — S) 
2 smAsinB 
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et 

cos» ?= sin(B~S )siD( C-~S |^ 
2 smBsinC 

b sinfA— S)sm(C — S) 
2 sinAsinC 

• c sin(A — S)sin(B — S) 

2 sinAsinB 

qui peuvent être employées dans le problème précédent 
pour la détermination des côtés a, by c. Mais lorsque 
Ton veut calculer au moins deux de ces côtés, elles ont 
Fînconvénieni d^exiger des calculs un peu plus longs que 
ceux auxquels conduisent les relations posées en premier 
lieu. 

Scolie II. — La première des relations établies au 
n° 151 donne 

cosA 4- cosB cosC 
sin B sm C 

et en désignant par 4> Fangle dièdre pour lequel on a 

CCS* == cosB cosC, 



il vient 



cosA -4- cos«ï> 
sin B sm C 



ou bien 



A4-* A — * 
C0S cos 

2 2 

COSa = 2 ' T, ' n —' 

smB smC 

Cette dernière relation pourrait servir à calculer le 
côté a, et les deux autres côtés &, c se calculeraient de la 
même manière. 

Troisième cas, — Si l'on donne deux côtés a, i et 
Tangle A non adjacent au premier, on a pour calculer 
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Vangle B la relation 

sinB=-T — smA, (i) 

et, par suite, on a le troisième angle C et le côté c à 
Taide des deux analogies de Néper, 

» a -^ b \ 

C A H-B 2 
cot- = rang ;-, 

ces 



CCS 



2 

A + B 



(2) 



c a -h b 2 

tang - = tang 



2 ° 2 A— B 

cos 

2 

ou bien des deux suivantes : 

. a-h b 

C A~B^^"-T- 

cot- = rang— ___^, 

sin 

2 

. A+B 

, sin 

c a — b 2 

tang- = tang 



(3) 



2 "^ 2 . A — B 

sm 

2 



Discussion, — Si a = A, on a, par suite, B= A, et 
comme dans les relations (2), qui deviennent alors 



C 

cot - = tang A cosa , 



c 
tang - = tangâ cos A , 



les seconds membres doivent être positifs, on voit de 
suite que la condition nécessaire et suffisante pour que 
le problème soit possibte, est que l'on ait simultané- 

20 
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men t 



ou bien 



a <^ 90" et A <^ 90®, 



a ]> 90** et A > 90". 



Celle condilion éiant remplie, le problème ne jouît 
que d'une seule solulion. 

Supposons actuellement a^o, / 

Pour que le problème soit possible, on doit avoir 

sine . 

-; — sm A <r 1 . 

sma 

Cette condition étant remplie, il y a deux Yaleur^s de B 
fournies par la relation (1), l'une V<^9o°, et Vautre 
V'=i8o^— V>9o^. 

En considérant les relations (3) , on reconnaît de suite 
que la condition nécessaire et suilisante pour que Tune 
quelconque des deux valeurs V, V de B soit solulion du 
problème, consiste à avoir l'excès de A sur cette valeur, 
de même signe que ia difierence a — b. C'est ce que l'on 
prévoit à priori. 

Cela posé , entrons daus dos développements plus pré- 
cis touchant la discussion qui nous occupe. 

i^. Supposons A <^ 90" et i <[ 90°. 

OnaV'>A. 

Si a est <C^^ on a sina <^ sinft , et, par suite, la rela- 
tion (j) donne V >A, c'cat-à-dire que les deux valeurs 
V, V sont solutions du problème. 

Si rt est > è et a -f- è <]i8o", on a sina ^ sini, et, 
par suite, la relation (ï) dohne V <^ A, c'est-à-dire que 
la valeur V seule est solution. 

Si « est > 6 et t|-+-/>^i8o^, on a sina^sinè, et, 
par suite, la relation (1) donne V > A , c'est-à-dire qu'au- 
cune des deux valeur»s V . \ ' n'est solulion . • 
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îÉ**. Supposons que A <^ 90" et i >► 90". 

On a toujours V'>> A. 

Si a est «c^i et a -h J <^i8o*', où asina<[ sinft, ei, 
par suite ^ la relation (i) donne V^ A, c'esl-à-dire que 
les deux valeurs V, \' sont solutions du problème. 

Si a est <^b et a-+' &^i8o®, on a sina^sini, et, par 
suite , la relation (1) donne V ^ A , c'est-à-dire que la va- 
leur V seule est solution. 

Si a est >- 6 , on a sin a <^ sin & , et , par suite, la rela- 
tion (1) donne ¥> A, c'est-à-dire qu'aucune des deux 
valeurs V, V n'est solution. 

3**. Supposons A > 90^ et 6 <1 90®. 

OnaV<A. 

Si a est <^ 6, on a sin a <^ sinft , et, par suite, la rela- 
tion (i) donne V'<^ A, c'est-à-dire qu'aucune des deux 
valeurs V, V n^est solution du problème. 

Si a esiy>h et a-f- J ^180°, on a sina^sin&, et, par 
suite, la relation (i) donne V'^A, c'est-à-dire que la 
valeur V seule est solution. 

Si a est ]> t et û -f- i > 180**, on a sîna <^ sini, et, 
par suite, la relation (i) donne V'<[ A, c'est-à-dire que 
les deux valeurs V, V'sont solutions. 

4*^. Enfin , supposons A ^ 90** et i ]> 90**. 

On a toujours V <^ A. 

Si tf est <^i et fl -f-i^i8o®, on a sina£sin&, et, par 
suite, la relation (1) donne V'^ A, c'est-à-dire qu'aucune 
des deux valeurs V, V n'est solution du problème. 

Si /* est <^ ft et a -I- i ]> 1 80**, on a sina >• sin i , et , 
par suite, la relation (i) donne V^ A, c'est-à-dire que 
la valeur V seule est solution. 

Si a est ^ & , on a sina <C sin & , et, par suite , la rela- 
tion (i) donne V'<^ A, c'cst-à dire que les deux valeurs 
V, V sont solutions. 

20. 
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Les résultats consignés dans la discussion précédente 
ont coutume d'ètr» présentés sous la forme de tableau, 
comme il suit: 

|a<&... 2 solutions. 

a = h I solntion. 

a> b et fl-hft<i8oo isolation. 

a>6 et a-t-i^ i8o<* Aucune solution. 

A < 90" 

<!<& et <n-&< i8o<>. . . 2 solutions 

fr>9oo^«<* et a-4-6>i8oO- i solution. 

a ^b Aucune solution. 

a ^ b Aucune solution. 

b < 900 j«>& et a -h b < i8o*> : i solution. 

«>& et «-+-&> 180® 2 solutions. 

A>9oo> /«<fc et «H-A < 1800. .... .. Aucune solution. 

) fl < A et 



y 



I. "«^^ «««o /*'<'' ®t fl -i- & > 180** I solution. 

Ia =: b ; 1 solution, 
a>h 



3 solutions. 



Dans cette discussion , nous avons naturellement écarté 
le cas de Â = 90^^ parce qu'il ne s'agissait pas d'un triangle 
spliérique rectangle ^ et de même nous avons écarté celui 
de b = 90^, attendu que par la considération du triangle 
polaire, on est ramené au cas des triangles sphériques 
rectangles. 

Scolie, — Les relations cpnnues 

cota sin b = cos b cosC +- sin C cot A , 
cosa — cos b COSC =r sin ^ sin c cos A > 

donnent respectivement» 

_, , _.colA tang^ 

cosC -h sm C r = — ^-*» 

COS0 tanga 

COSfl 

COSC -♦- sine tant;© COS A = r? 

cos 6 

et, par suite, en désignant parc cl ^ les plus petits arc& 
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positifs pour lesquels on a 

cotA , , 

tang^ = — — , tang^' = tàa^v cos A , 

il vient les relations 

tani* b 

cosfC — op) = ^— COS«, 

^ ^' tangfl ^' 

Gosa 

cosic — -h) = Y cosy, 

CCS 6 

qui pourraient servir à calculer Tangle C et le côté c. 

Quatrième cas. — Si Ton donne deux angles A, B 

avec le côté a non adjacent au premier, on a pour calculer 

le côté b la relation • 

. , sinB . 

sm b = -: siD a , 

sin A 

et, par suite, on a le troisième côté c et Tangle C à Taide 
des deux analogies de Néper, 

A + B 

CCS 

c a -f- 6 2 

tang- = ung-^ ^— g, 

cos 

2 

cos 

c ^ A-i-B 2 

cet - = tanc r » 

2 ^2 a^b 

cos 

2 

ou bien des deux suivantes : 

. A-hB 

sin 

€ a — b 2 

Ung- = U„g---___g, 

• s|n 

2 

. a -i- b 

sin — — 

C ^ A— B • 2 

cet - =: tang 



2 ^2 , a-^ b 

sm - 

2 
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La discussion de te cas est identique à ceUe ,du troi- 
siènuG, et les résultats auxquels on parvient dans celle 
discussion peuvent être présentés sous forme de tableau, 
comme il suit: 

/ . A > B 2 solutions. 

iA = B I solution . 

B>90 Ja<B et Ah-B>i8oO ~i solution. 

fA<CB et A-t-B<i8o® Aucune solution. 

« > 900 / ^ — 

i.A > B et A -h B > 1800 2 solutions. 
A>B et A-hB<i8oo i solution. 
A ^B Aucune solution. 

/A^B Aucune solution. 

B>9oo|a<B et A-i-B>i8bo i solution. 

fA<B et A-+-B< 180*» 2 solutions. 

« < 90** ^ / A > B et A -H B > 1800 Aucune solution. 

j. ojA>B et A-hB<i8oo i solution. 

JA = B 1 solution . 

> lA<B 2 solutions. 

Scolie. — Les relations connues 

cet A sin c = cosc cosB -h sin B cet A , 
cos A -+- cosB ces C = sin B sin C cos a , 

donnent respectivement 

cot^r . tangB 

— r-— siD c — cos c = — ^ ? 
cosB tangA 

cos A 
sinC tangB cosa — cosC = — ~i 
^ cosB 

et, par suite, en désignant par ^ et tj; les plus petits arcs 
positifs pour lesquels on a 

cot a 

cot(p= -^ cot il; = tangB cos «, 

^ cosB 
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il vieul les relations 

• . / V tangB . 

^ ^^ tangA ^' 

qui pourraient servir à calculer le côté c et Tangle C. 

Cinquième cas. — Si l'on donne deux côtés a, b avec 
Tangle compris C, on a pour calculer les deux autres 
angles A , B les relations 

CCS 

A-4-B . C 2 
tang = cot —, , 

^7. 2 £ï -f- 6 

ces 

2 

^ ^ sm 

A — B C 2 

tang =r cet ->, 

° 2 2 . fl H- A 

sm 

2 

A-f-B A — B 

A = i , 

2 2 

_, A4-B A-^B 

• 2 2 

dont les deux premières sont deux analogies de Néper, et 
pour la détermination du côté c, au lieu d'employer les 
formules données précédemment (4^ cas) , on a recours à 
une autre relation que nous allons faire connaître . 
On sait que l'on a ; 

cosc — cosfl cos ^ ^= sin rt sin b cosC ^ 
ou bien 

cosr == cosn (cos 6 -f- sin^ tang a cosC) , 

<3t en désignant par (f le plus petit arc positif qui donne 

tangf = tangâ cosC, 

il vient 

cos(b — 9) 
cos c = cos a < — ' ■ — 



cos 



.? 
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C*est cette dernière relation qui est en usMge dans la 
pratique pour lie calcul du côté c. - 
iScolie. — La i^lation déjà |établie 

cet a sin b = co^b cos C + sin C cet A 

donne 

^ / cet a . . , \ . 

col A = cote 1 r; SIU b — COS^ ) 9 

\cosC J 

el , par suite, en désignant par (f le plus petit avc positif 
pour lequel on a 



cota 
^ cosC 



il vient la relation 



^sin(6 — ») 

cet A = cote -. ^5 

sin^ 

qui pourrait servir à calculer l'angle A, et on en obtien- 
drait Une autre du même genre pour la détermination de 
Tangle B. 

Sixième cas. — Si l'on donne deux angles A , B avec le 
côté c qui leur est adjacent, on a, pour calculer les deux 
autres côtés ^r , &, les relations 

A-yB 

cos = 

fl -f- 6 ^ 2 

COJ. 



. A — B 

sin 

a — b c 2 



tang = tang - 



2 . A 4- B 
sin 



2 



a -^ b a — b 

a =^ 1 , 

2 2 

, a -^ b a — b 
b =r , 
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dont les deux premières sont deux analogies de Nëper^ et 
pour la détermination de TangleC, au lieu d:'employer 
4es formules données précédemment (4"^ cas), on a re- 
cours à une autre relation que nous allons faire connaitre. 
On sait que l'on a ' 

cos C + ces A CCS B = sin A sin B cos c, 
ou bien 

CQS C r= cos A (sin B tang A cos c — cos B } , 

et en désignant par (j> le plus petit arc positif qui donne 

cot f = tang A cos c , 

il vient 

^ ^ sin(B — 9) 

cos c = crts A ^^ ^• 

sin(p 

C'est cette dernière relation qui est en nisage dans la 
pratique pour le calcul de l'angle C. 
Scolie. — La relation déjà établie 

cot fl sin c = cos c cos B + sin B cot A 
doni^e 



cot 



a = cote ( cos B + sm B ) 

\ cos<? / 



» 



et, par suite , en désignant par (f le plus petit arc pQsitif 

pour lequel on a 

cotA 

tang 9 =5 î 

cosc 

il vient la relation 

cos(B — ©) 

■ cot a = cot c : i i- 5 

cos y 

qui pourrait servir à calculer le côté a , et on en obtien- 
drait une autre du même genre pour la détermination du 
côté t- 

Première observation. — Les deuxième, quatrième et 
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sixième cas de la résolutiou des triangles sphériqucs quel- 
<*oiiques, traites précédemment, se ramènent immédi ate- 
men t et respectivement auxpremier, troisième et cinquième 
en recourant à la considération du triangle polaire du 
triangle sphérique considéré. De plus, Ja discussion rela- 
tive au quatrième cas se conclut de suite de celle du troi- 
sième, en faisant usage de cette considération. 

Deuxième obsen^ation, — La résolution d'un triangle 
sphérique quelconque par suite de la connaissance de trois 
de ses éléments peut être ramenée, ainsi quon le voit 
très -facilement, à celle d'un triangle sphérique rectangle, 
lorsque , parmi ces trois éléments , se trouve un côté égal 
à 90 degrés , ou bien deux côtés ou deux angles égaux , ou 
bien encore deux côtés ou deux angles supplémentaires. 

EXEMPLES DE RÉSOLUTlOIf DE TUIÀNGLES SPHÉRIQVES» LORS- 
QUE LES DONNÉES NE SONT PAS TOUTES DES CÔTÉS OU 
DES ANGLES. 

Le nombre des problèmes qui peuvent être proposés 
sur la résolution des triangles sphériques est illimité. 
Nous allons en traiter quelques-uns des plus remar- 
quables. 

213. Problème. — Résoudre un triangle sphérique 
ÂBC connaissant a , b±celA. 

Solution, — Selon que l'on donnera ft -f- c ou b — c, 
on calculera B, C au moyen des formules de Delambre, 

. A 

B — C . b -\-c 2 
cos = sin > 

Sui ~ 
2 

. A 

B -h C b ^c 2 

cos = cos ■ ' 1 

2 2 /Z 

COS- 
2 



I 
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ou 


bien des deux 


autres 










« 


sin 

• 


B 


— C 

2 


sin 


2 


COS 
C 


A 

2 




sin 


2 




sin 


B 


r4-C 

2 


cps 


2 


cos 
r 


A 

2 




cos 


2 






et. par suite, on obtiendra b, c par les procédés déjà 
connus. 

214. Problème. — Résoudre un triangle ^phérique 
ABC, connaissant a^ b± c elB. 

Solution, — Selon que Ton donnera è -I- c ou fe — c, 
on fera usage de la relation 

. (b -^c)'-'a 

C ^" 2- B 

lang - = cot - î 

2 . a -h [b -h c) 2 
sin ^^ - 

2 

ou bien de celle autre , 

. fl— -(6-— c) ^ 

c '""—2 B 

sin ^ ' 

2 

pour calculer Tangle C, puis on achèvera comme au 
n« 212 (6^ cas). 

Les deux dernières relations, que nous venons d'indi- 
quer ont été signalées pour la première fois par Mol- 
weide (*) ; elles sont une conséquence immédiate des sui- 



( ') Connaissance des Temps pour l'année 1820, page ^f\6. — iionailichc- 
Coirespvndcpz von Zach, Baiid XVIll, Seite Bq'J. 
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vantes: 

. b -h c — a . a -+- b 
sin sin 



h u, 2 

2 



*°^ '^ . tf-f-A-hc . «— é-hr' 



sm sin — 



^ -l_ c — âr . a — 6 4- c 

sin sin 

,C 2 2 

taog' - = ^-- — ^ , 

2 . a -h b -^ c ^ fl-4-o — c 
sin sin — n 



déjà établies n° 212 (i^'^cas). 

215. Problème. — liésoudre un triangle sphén'que 
ABC, connaissant A , ap (= a -H i H- c) , et r' (la plus 
petite des deux distances polaires du cercle inscrit). 

Solution, — La relation connue 

tang- 

donnera p — a , par suite a , et Ion ^era ramené au pro- 
blème du n*» 213. 

216. Problème. — Résoudre un triangle sphérique 
ABC, connaissant A, B ef r' (la plus petite des deux dis- 
tances polaires du cercle inscrit). 

Solution, — Les relations connues 

, , . tangr' tangr', 

sm(/7— «) = — ^, sin(/? — 6)=:— — j5 

tang^- tang - 

I 
dans lesquelles p désigne la quantité - (a + fe -+- <^) ? don- 
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neront p — ae\ p — 6 , par suite c , car on a 



3i7 



et Ton pourra achever le problème comme au ir^212 
(6* cas). 

Observation, — Les problèmeis précédents, à Texcep- 
tion du second , comportent chacun une discussion que le 
lecteur pourra s^ exercer utilement à établir. | • 
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APPENDICE A LA TRIGONOMÉTRIE. 



PREMIÈRE PARTIE. 



EXERCICCâ NUMÉRIQUES DE TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE. 

217. Exercice, — Dans un triangle ABC, on donne 

Arzr^o^ B=53"i9'27",4i, ^ = 6o7™,oi8, 

et l'on demande de calculer C, ^ et r. ' 

On à d'abord 

C = 9o« - B = 36" 4o' 3'2'', 59. 

Voici le type du calcul des côtés b %i c\ 



CALCUL DE b. 


CALCUL DE C. 


b r/sinB. 


C — rtcosB 


logfl= 2,7832016 


logrt 2,7832016 


logsinB— 1,9041900 


logcosB 1,7761818 


logé — 2,6873916 


logr- 2, 5593834 


b - 486'»,846 


c - 362'",563 



218. Exercice, — Dans un triangle ABC, on donne 

a = 6489"',75, B = 47°i i'53",8, C = 5i°i9'37",2, 

et l'on demande de calculer A, 6 et r. 
Ou a d'abord 

A r= 180"- (B + C) ^ 8i"28'29". 
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Voici le type du calcul des côtés beir: 

jCALCUt HE b. 

sinB 



^ly 



b = n 



sinA 



^( 



log« = 3,8122280 
logsmB= 1,8655241 
logsioA) = 0,0048254' 



CALCUL DE r. 

sinC 



c = n 



sinA 



log«= 3,8122280 

log8inC= 1,8924981 

'4 ( — logsin A ) = o , 0048254 



log c = 3, 70955 1 5 
c= 5i23"',32 



logft = 3,6825775 

^ = 4»ir,79ï 

219. Exercice, — Dans un triangle ABC, on donne 

rt^ii848V8, Z'=i2ii2"^,845, A = 77°33'29",6, 

et l'on demande de calculer B, C et r. 
Voici le type du calcul : 

.CALCUL DE l'angle B. 

SinB = -8mA. 
a 

log6 = 4*08^^462 

logsinA = 7,9896791 

®(-logflr)=: 5,9263521 

logsinB = 7,9992774 



„ , , ,. )B = 86°4i'45", 

llyadeuxsolutionsjjj^^j^^g,^^; 



PREMIERE SOLUTION. 

B = 86Mi'45". 

CALCUL DE l'angle C. 

C=i8o"-(A-f-B)=i5*'44'45",4. 

CALCUL DE C, 

sinC 



c = a 



sinA 



«{- 



logû^ 4,0735479 

logsinC=: 1,4335655 

logsinA) =0^0103209 



logrrr 3,5175343 
r = 329,2'",5G4 



DEUXIÈME SOLUTION. 

B = 93"i8'i5". 



CALCUL DE l'angle C 

C=: i8o«- (A + B) = 9*»8'i5",4, 

calcul DE C, 

sinC 



c = a 



sinA 



®(- 



log« = 4,0736479 

logsinC= 1,2008675 

logsinA) = 0,0103209 



logr=- 3,2848363 
c=i926'",799 
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220. Exerricc, — Dans un triangle ABG, on donne 

. .^ = «ii53^3, c = 76i8'2™,6, . A = 47°53'i9",5, 

et Ton demande de calculer B, G et a. 
Voici le type du calcul : : ' 

CALCUL DE - (B — C). 

6_C b^c ^A ^ 
tang = 7—; — cet — . 

ù--c= 5970™,7, ô -f- c = iSSSBS^jg, - = 23''56'39",75. 

log(^ — c).=; 3,776oa53 
® [- log (h -h c)] = 6,8004206 

X 

log eot - = o , 3525526 



log tang ——- = 2,9289985 

?-=^=4"5i'i3",62 
2 

CALCUL DE B ET C. 

i^±5=66° 3'2o",ii5 

2 

ï::i^=r 4°5i'i3",62 



B-hC . ^-^^^^yo^s^'Zy.Sy 



2 2 

B-hC B-C 



= C=6i°i2' 6", 63 



2 2 

. CALCUL DE a, 

. 'A 
sin- 

a = {b + c) p^^ - 

COS 

2 

log(Z>-|-c)= 5,1995794 

A 
log sin - = 1 , 6o8365o 

^ f ~ log COS ) = o,ooi56o3 

log«= 4,8095047 
a = 6449i"',835 
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221 . Exercice, ~ DanS un triangle ABC , on donne 

a = 7898^, 58 , h=^ 895", 639 , ^ = 8o53", o 1 7, 

et Ton defftiande de calculer A, B, C. 
Voici le type du calcul : 
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CALCUL PRÉLIMINAIRE. 



P 

P 
P 
P 



a 



2 



— - a. 



=8423,618 

= 525, o38 

b =7527,979 

c = 370,601 



log/? = 3,9254986 

logt/' — «) = 2,7201907 

log(/? — ^) =3,8766784 

log(/?— r) = 2,5689066 



CALCUL DE A. 


CALCUL DE B. 


2 p[p-a) 


^2 P[p-b) 


log {j»--^!)=x 3,8766784 
log(/?—c) = 2,5689066 

ï(— log/?) = 4,0745014 
î [- log {p - «)] - 3 ,2798093 


log [p — a) — 2,7201907 

log(/? — c) = 2,5689066 ' 

t(- log/») = 4,0745014 
ï [— log (p — h)] = 4 , 1233216 


A - ^ 
log tang''-= 1,7998957 


B — 

log tang*- — 3,4869203 

2 


• 

logtang- =7,8999478 


log tang -'= 2,7434601 


^ = 38°27'a7",9i6 


. ?=3'*id'i4",i 


A = 76*» 54' 55', 83 


B - 6°2o'a8',a 


CA4.CÙL 


DE C. 


C-iSo^- 
C = 96°4 


•(A + B), 
4' 35", 97. 



21 



32a 



TRlGOnOMâTmiE. 



DEUXIÈME PARTIE. 



EXERCICES NUMÉRrQUES DE TRIGONOMAïRIB SPfiÉRIQUE. 

^3A, Exercice. — Dang un triangle sphérique ABC , on donne 
A = 9o%* B = 93°i9'27",4i, ^ = ii6°35'7",9, 

et l'on demande de calculer C, a et r. 
Voici le type du calcul : 

CALCUL DE C. 

cosB 



sinC = 



C08^ 



}ogco8{i8o° — B)= 2,7633313 

t [- log C08(i8o^ - b)] = 0,3491747 

log sinC = 1 , 1 125Ô60 

C= 7''2C'4i", 17 
C= 172^33' 18", 83 

CALCUL DE C. 

tdng^ 
sine ==: — ^. 

tangB 





CALCUL DE a. 






»inb 
sinB 






logsin^— 1,9514673 




«(- 


- log sin B) = , 00073 1 4 





lôg tang(i8o°--^) = 0,3006420 
ît [- log tang ( 1 8o» — B)] = a , 7640627 



log sin c= 1,0647047 
c= 6« 39' 54', 39 
c= 173^20' 5', 61 



log8inflr= 1,9521987 

a= 63°36'29^I3 
«= ii6*»23'3o",«7 

(€= 7*»26'4i', 17 /C=i72°33'i8',83 

i"' SOLUTION. 5 « = 1 16° 23' 3o", 87 1* soLUtiON. | a = 63*» 36' 29", i3 

\c= 6°39'54",39 |c = !73°2o'' 5",6i 

i 

223. Exercice. — Dans un triangle sphérique ABC , on donne 
« = 37^24' 46",2, ^ = 4i°9'o", 18, c = 7i°3o'i3",09. 

et Ton demande de calculer A , B et C. 
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Voici le type du calcul : 

CALCUL PRÉLIMINAIRE. 

log8in/> —1^9850114 ' 

log8in(/? — «). . . =1,7856341 



fj=-L.—L-. =75*» i'59%74 



/?-«... ..... = 37°37'i3*,53 

p-b =33"5a'59%56|log8in(/?-^>). .. ^7, 74624^3 



p^ c = 3*'3i'46",65 

CALCUL DE A.* 

A s,ia(p-b)sin{p-<') 
° 2 sin/>8in (/> — «) 

• 

log sin ( /> — 6 ) = 1 , 7462463 

log sm(p — c) = 2,789331 1 

® {— log sîn/? ) = o,oi 49886 

î[—logsin (/> — «)] — 0,2143659 

A 
log tang'- = 2,7649319 

A 

log tang 7=17 3824659 



2 
A 
2 



1 3° 33' 48", 2 



A = 27° 7' 36", 4 



log8ip(/? — c). . . =2,7893311 

CALCUL DE B. 

B ^ sin(p-a)Bm{;j-r) 
^ 2 8in/?sin(/7 — ^) 

logsin(7^ — a) = 1,7856341 

log8in(/? — c) = 2,7893311 

'4 ( — log sinp ) = o , 0149886 

® [— log sin (/? — b)] = 0,2537537 



B — 
log tang' - = 2,8437075 

B — 
log tang- = 1,4^18537 

5= 14° 47' 48', 52 
2 

B = 29° 35' 37", 04 



CALCUL DE C. 



'^ 2 . 8in/?8in(/? — c) 

log sin (/? — rt) =: 7, 785634 1 
\ogsïn(p — b) = 1,7462463 
î [— ( log sinp )] =i. o , o 1 49886 , 
% [— log sin [p — c)]= 1 ,2106689 



log tang' - = 


r 0,7575379 


log tang - = 

Ma 


0,3787689 


C 

2 


67° 18' 45" 


C- 


i34°37'3o"' 



^1 
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224. Exercice, — Dans un triangle sphérique* ABC, on donne 

a = 73«a3'i9",47, b = i58'*9'8",o3, A = 98'»i7'23%84, 

€t l'on tlémande de calculer B, C et r. 
Voici le type du calcul : 

CALCUL DE B. 

. -, sïnb . . 
ginB == -: — smA. 
sma 



logsinA 

logsin^ 

ï{ — logsinrt) 



1,9954382 
I , 5707084 
o,oi85i37 



logsinB 
B 



I y 58466o3 
i57^24V,g5 



A-l-B 
2 

2 



CALCUL PRÉLIMINAIRE. 
B-A 



= i27°5o'42",39, 
= ii5^46'i3",75, 



2 
b — a 



= 29" 33' 18", 55, 

= 42°22'54",28. 



CALCUL DE C. 

. a-^b 

C ^ b-a'"^:x: 

cDt- = tang-- r 

2 ^ 2 . b—a 

sin 



Jogtang = 1 ,7536169 

logsin = 1 ,9545044 



IL f— logsin— ^j = o, 



1712969 



C - 
logcot -^ 1,8794182 

Jq 



^ = 37*^ 8'46'',27 
C = 74^I7'32^54 



CALCUL DE C. 

. A+B 

, sin 

c '. b — a 2 

tang- = lang-^— g_^. 

sm 



logtang = 1 ,9602626 

A-hB - 

log sin — — . = 1 , 8974469 

ï (— logsin— j =0,3069231 



log tang - = o, 1646226 
2 

-= 55'»36'29',22 
2 



c = II1°12 



«.'>'58^44 
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22S. Exercice. — Dans un triangle sphérique ABC, on donne 

a = 43«i9'2i",i7, b = 5i'»7'39'>g, C = i3i»43'27",i5, 

et l'on demande de calculer A, B et r. 
Voici le type du calcul': 

CALCUL PBKLIMINAIRE. 



C 

•2 

a + b 

2 

b — a 



:65^5l'43^57, 

= 47"i3'3o",i'2, 



CALCUL DE - (A-f-B). 
2 

b-a 

,, A4-B ,C "°«-1- 

Uns — ^ = cot 7' 

^2 2 a-\-b 

cos 



C - 
cot-^ = i,65i39oi 



log cos -^ = 7,9989918 
ï ( -log cos ^i^ j = a, 1680542 



4-4-B - 

log tang \ =^ 1 , 8 1 84361 

2 



A + B 



2 



= 33*»2i'27",55 



CALCUL DE- (B — A). 

2 ^ ' 

. b — a 

, B-A n''"-nr 

tang-^=cot-çp-^. 

sm — -—^ 
2 

C - 
logcot-= i,65i39oi 

logsin — ~2 =2i 5,8328829 



4^-log8inî~-j=o, 



I 342882 



B—A - 

log tang -^ = 2,6i856i2 

B — A 

— : — = 2" 22' 45", 18 



CALCUL DE A ET B. 

A =. A±B _ B-A ^ 3o-58'4a",37. 
3^A + B^B^^^^^„^^,^^;,^^_ 



2 



2 



d 
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CAIXUL DE r. 



tang'f -: tangrt cosC, 



logtang// 
logcos(i8o*»— C) 



^,9745557 
7,8231779 



logtang(i8o°-~<j)) 
j8o'*— <ï* 



= 1,7977336 
= 3-2° 6' 55", 4 î 



COS*- = COSfi 



cos(b —y) 

Il I t 



logcosn = 1,8618347 

log cos ( 1 80° — <j) 4- Z^), = 1 , 070629G 

'8 [— logxos(i8o°— (p)] = 0,0721273 



logcosc = 1,0045916 

r=r-84"ii'58',6i 



TROISIÈME PARTIE. 



THÉORÈMES QUI SE RAPPORTENT A LA TRIGONOMÉTRIE. 

Les théorèmes que nous allons exposer ici n'étant pas absolument 
nécessaires dans la trigonométrie , nous avons cru devoir les rejeter 
dans cet appendice. 

226w Théorème. — Si, entre trois longueurs a, b, c et trois 
ntigies A , B , C, cfèocun plus petit que 180 degrés, on a les rela- 
tions 

(^ = è' -h r' — ibc cos A , 

/»2 - (^^c^ — laç cosB , 

r-* =r «'-f- 5' — 2A/>00SC, 

ves quantités sont les six éléments (Vun triangle recti ligne. 

Démonstration, — Comme ces relations peuvent s'écrire sous la 
forme (nM38) 

n':^ (b-^cY- 4/>rcos»~, 

2 

B 

b^ — (a -h cV — 4 «c cos'- î 



r»= (a-^bY-^fbco&'j^; 



on voit que l'on a 

rï </>»4-r, 



b <Ca~\-c 



ot 



r<rï-f-^, 



d'où il suit que l'on peut former un triangle rectiligne ayant pour 
côtés les trois longueurs a, h^ c. 

Or, si Ton désigne par Â, , B^, C^ les angles qui dans ce triangle 
sont respectivement non adjacents à ces côtés, il vient 

rt' = 6* -f- c' — a ^ cos A, , 

. b^ = a^^ r' — 2^/c cosB, , 

r' = a^-^-b^—iàab COsC, , 

et , par suite, en comparant ces trois dernières relations avec celles 
qui sont l'hypothèse du théorème, on en conclut les égalités 

cosA, = cosA, cosB, =- cosB, cosC, = cosC, 

ou, ce qui revient au même, 

À, = A, B.= B, C, = C. 
Donc, etc. • 

Corollaire, — Si , entre trois longueurs « , b, c et trois angles A , 
B , C , on a les relations 

sin A ~ sin B "" sin C ' 
AH-B-hC=i8o% 

ou bien les suivantes : 

flf = ^cosC-hccosB, 1 
b = a cosC -h c cosA, ' ( !i ) 

c = /zcosB H-^cosA, ] 
A < i8o°, B < 1 8o^ C < 1 80% 

CCS quantités sont les six éléments d'un triangle. 

Car le système des relations (i) ou (2) entraîne celui considéré 
dans le théorème précédent (n** 138* et 139). 

227. Théorbmb. — Si Pon désigne par ^, /, z les trois côtés 
(Viui trianglç rectiligne dont les trois angles A ^ B^ C respective- 
ment non adjacents à ces côtés sont connus y les trois éqitations 

X = y cos C -f- z cos B , J 

jr = .rcosC + aco8A, J (i) 

z = or cosB + jcosA, ) 

nui ont lieu entre ces six cléments du tnanglcj sont insuffisantes pour 
faire connaître x, r, z. 



(•) 
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Déniofistration, — Car les équations (i) pouvant s'écrire sous la 
forme 

-=-ïcosC-f-cosB, 
z z 



-= -cosC-l-cosA, 

z z . 

I = f C0SBH--C08A, 

.5 z 

on voit de suite que l'on peut éliminer - et - entre ces trois équa- 

z z 

tiens , et il vient pour résultat de cette élimination la relation 

connue (n°39) 

cos' A -h cos' B -H cos' C -h 2 cos A cos B cosC = i . 

Il suit donc de là que les équations (i) déterminent seulement les 
rapports des côtés .r, j\ z en fonj^tion des apgles A, B^ G, ainsi que 
cela devait être. 

Donc (* ), etc. 

228. Théorème. — Si entre trois arcs de cercles «, b^ c de nwmc 
rayon R, et trais-angles dièdres A, B, C ( la mesure de chacun de c«5 
arcs et de ces angles en degrés, minutes , secondes » etc.,. étant 
moindre que 1 80 degrés ),ona les relations 

cos « — cos ^ cos c = sin Z> sin c cos A , 
cos ù — cos a cos c = sin« sin c cosB , 
COSC — cosû cos^ = sinrt sin^cosC, 

ces fjuantités sont les six éléments dtun triangle spfiérique situé sur 

une sphère de rayon 'K, . 

Démonstration, — Comme ces relations peyvent s'écrire sous la 

forme 

co8« = cos(^-4-c)-f-sin^sinc(i-|-cosA), 

cosô = cos(rtH-f) +sin«8inc (i-hcosB), 

COSC = cos(« + ^) + sin«sin^ (i4-cosC) , 

—m y ^ ' 

( ' ) Ce théorème n'est qu'un cas particulier de cette proposition d'ana- 
lyse algébrique, savoir: 

Que si, ayant n équations homogènes par rapport à n quantités, on 

('limîne n — i de ces quanlités entre ces équations , la n"*"*' se trouvera 
aussi èltmincc, 
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on voit que Ton a 

COSfl> cos(^-f-c), 

' rose > cos(a-h c), 

cosr > cos(rï-h f^)^ 
éi, par conséquent, 

«<A-hc, ^<«-fc, r<û-h6, 
a-\-b-\-c < 36o% 

d'où il suit que Ton peut former sur une sphère de rayon R un tri-^ 
angle sphérique convexe ayant pour côtés les trois arcs a.b^c* 

Or, si l^n désigne par A, , B, , C( les angles qui , dans ce triangle, 
sont respectivement non adjacents à ces côtés y il vient 

co8« — cos^cosc = sine sine cos A,, 
cosb — cosa cosc = sinflrsinccosB, , 
cosc — cosflcos^ = sin«sin^cosC, , 

et , par suite , en comparant ces trois dernières relations avec celles 
qui sont Thypothè^e du théorème, on en conclut les égalités 

cos A, = cosA , cosB, = cosB, cosC, = cosC , 

ou , ce qui revient au même , 

A, = A, B, = B, C,= C. 
Donc, etc. 

Scolh. — On pourrait modifier le théorème précédent en substi- 
tuant auX/ relations qui y sont considérées , d'autres relations prises 
parmi celles que nous avons données touchant les triangles sphé- 
riques. . 
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EXERCICES 



SUR 

LA THÉORIE DES FONCTIONS CIRCULAIRES 



BT 



LA TRIGONOMÉTRIE; 



\ . Démontrer que pour tout arc A , positif ou négatif , on a les 
relations 

sécA coséc A = tangA 4- cotA, 

séc'A coséc' A = séc'A -h coséc' A, 

séc'A — tang'A = coséc' A — cot'^A = I, 

tang' ( — h A J — cot' ( — f- A | = coséc' A — séc' A » 

tangA — sinA __ sécA — i _ cosécA — cotA 
tangA ^ sécA ~ coséc A 

2. A^étant un arc positif ou négatif satisfaisant à l'une des sept 

équations 

tangA-h5cotA = 6, 

5sinA = 3 tangA, 
2sécAcosécA= I, 

2 coséc A = 3séc'A, 

3 { tangA — sécA ) = ± cotA , 
4sinA4-3cosA = 5, 

2 tang A ( tang A — i) = séc' A , 
déterminer sin A. 

3. A et B étant deux arcs positifs ou négatifs satisfaisant aux re-. 
lations 

sin A -f- cos B -- I , sin B -\- cos A -- v^^ ? 
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OU bien aux suivantes 

tangA-hlangB = \/5, sécA— sécfi=3, 
déterminer sinA etsinB. 

4. Vérifier la relation 

, H . . H , ^ H 
sing-l-sm- i-f-tangj 

H . H ^ H 

sin^— sinj I— tangj 

V 

5. A et B étant deux arcs quelconques, positifs ou négatifs, les 
deux rapports trigonométriques sin(A ±: B) et cos( A db B) peuvent- 
ils s'exprimer rationnellement ea fonction seulement de Tua quel- 
conque des quatre autres rapports trigonométriques sin A, sinB, 
cosA, cosB? 

6. Quel est l'arc positif, moindre que le quadrant, à partir du- 
quel l'accroissement du sinus «st plus petit que le décroissement 
du cosinus? 

7. Si À^ , A, , A3 , . . . , A„, désignent m arcs quelconques , positifs 
ou négatifs , on a tes relations 



sin ( A, -h A,4- Ag-f-. . .-h A,„) 
= S, C„_, — SjC^^a + SjC^^ — . . .4- (—1)' S,„_t C, , 



2-1 



cos(A,-f-A,-|-A3+...-hA^) 

m 

= c„ - S, (;,_, + s. c„., -...+(- if s„, 

tang(A, + A,+ A, + ...+ A„) 

m 

_ T,-T,+T,-...+ (-i)^~'t„_, ^ 

" m 

i-T,+T,-...4-(-irT„, 

ou bien les suivantes : 

sin ( A, -h A, 4- A3 -I- . . . 4- A,„ ) 
--S,C,^, — S_,C„,34-S.,C^_j, — ...4- ( — 1) ' S,„) 
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C08(A^+A,H- A^-f-. . .-h A,„) 

C„ — s, C„,_jH- S^ C„_^ — . . . -f- ( I ) ' S„,_, C, , 

tang(A,-f-A,-|-A3-f-/. .-f-A^) 

m — I 



_ T,-T, + T,-...+ (-i) ' T 

m 1 



"' 1 



T,^T,-...+ (~i) 2 T, 



m-l 



selon que m est un nombre pair ou in^pair. 

Dans ces relations, n étant l'un quelconque des nombres 1,2, 
3 , . . . , //i , les deux notations S„C„_„ et T„ représentent , la première 
la somme de tous les produits que l'on peut obtenir en multipliant 
le produit des sinus de n des arcs A( , A, , A3 , . . . , A^ par les cosinus 
des m — n autres, et la seconde la somme des produits n k n de^ 
tangentes de ces m arcs. 

8. Démontrer que pour tout arc A, positif ou négatif, on a les 
relations 

A A 

2 cot A = cot tang - ? 

2 °2 

cotA — cota A = coséci A , 

r 

A ' 

tang A = tang ~ (1+ séc A ) , 

2 tang A = séc' A sin 2 A , 
2CotA = (i+cot*^A)sin2A, 
,A 2sinA-}-sin2A 

COS' -r- = : — r : r ) 

2 2smA — sm2A 

tanff A = ?y?iA±iîLlA, 
^ cos^Ah-cosjA' 

2tang2A = tangf --hAj — tang f -— aV 

sinA-hsin(2 j+AJ-f-sin(4ô-+--'^) =0, (a) 

si^^A + sin'^(29^-A^-+-sin=(4f-f-A^=:-|sîil3A, 
sinAsin (2-4-A jsin( 4 3 -+-Aj = — -sin3A, 
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cotA-f-cot[^-+-A)-fcot f î-rhA j — 3cot3A, 
cotAcotf 5-4-Aj-f-cotAcoU 2^ ~^^) 

-Hîot ^94.A^ cot ^aS_^A^ = -- 3, 
cotAcot ( ^ +Aj colfa^ 4-A) = — cot3A. . 

9. De la relation {a) du n° 8 déduire ia propriété géométrique sui- 
vante : 

Si des trois sommets d'un triangle équilatéral on abaisse dés per- 
pendiculaires sur un diamètre quelconque du cerde circonscrit , la 
somme des deux perpendiculaires situées d'un môme côté du dia- 
mètre est égale à la troisième perpendiculaire. 

iO. A, B, C, D étant des arcs quelconques, positifs ou négatifs, 
démontrer qu'on a les relations 

sin(A-B)sin(C-D) = sin( A-C) sin(B-D) 

-sin(A-D)sin(B~e:), 

sin(A — B)sin(C-D) = cos(A — C)cos(B- D) . 

~co8(A— D)co8(B — C), - 

sinAsinB-hsinCsin(A4-B-f-C):=sin(A-hC)sin(B4-C), 

tangAtangB -|-tangCtang(A-h B-hC) - tang(A4-C) tang(B-l-C) 
= tangA tang B tangC tang( A-f- C) tang(B -+- C) tang( A-+-B-hC), 

cos'A + cos' ( A — B) — acos Acos(A— B) cos B = sin'B, 

ABC 

sin A 4- sin B -h sin C — 4 cos - cos- cos- 

2 2 2 

~ ~T~|^ /S-H „\ , S-H 
Dans cette dernière relation, S désigne la somme A-4-B-I-C. 
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il. Démontrer que pour tout arc positif A^ moindre que la demi- 
circonférence , on a les relations 

G(H-A).GA=GaA, 

G(«-f-i)A-f-G(/'-i.)A=G/tA.G(H~A). 

12. En désignant par arcsinT, par arctangT pu par arccotT 
le plus petit arc positif dont le sinus , la tangente ou la cotangente 
égale tm certain nombre T, démontrer qu'on a les relations 

arc sin — = arc tang \/3 , 

1 ' I H 

arc tang- -h arc tang^ = - j 

2 <* 4 

arc tang - 4- larc tang^ = - ? 
7 ^4 

3 I 3 
arc col - 4- arc cot - = 7 H , 

4 7 4 

arc tang^ 4- arc tang 7 -hiirc tang - -I- arc tang g = t • 

H 7 

13. Montrer, sans calculer tang^ et tang — H, qu'on a la Te- 

lation 

i-+-lang^ 

I — tang-j 

14. A et B étant deux arcs positifs moindres que le quadrant, 
le second plus grand que le premier, démontrer qu'on a la relation 

tang A sin A 
tangB sinB 

15. Déterminer parmi tous les arcs positifs moindres que la 
demi-circonférence celui X pour lequel le produit 

sinXcosf -^ — XJ 
a la plus grande valeur. 
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i6. A, B, C; D, E, a; D', E' étant des arcs positifs ou néga- 
tifs, démontrer qire, si entre ces arcs on a les relations 

2tangA= 3tangB, 

CQSA I . 



acosC— I 2 



cosC' 



sin(A-D)sin(A-E) __ sin(A^-^ D')si^(A'- E') 



sin D sin E 
on a aussi les suivantes : 

tang(Â-:B) = 



tangB 



km D' sin E' 



siii^B 



2-+-3tang*^B 5 — cosaB' 



et 



A C 

tani'*- = 3 tang*- , 



cotA, cet A', I 

cot(A-E), cot(A'.— E'), . I 
cotD, cotD', I 



= o. 



Le premier rtiembre de cette dernière relation représente un 
déterminant. 

il. Démontrer que si entre trois arcs positifs ou négatifs A, 
B , C , on a la relation 

A-hB4-C=H, 

on a aussi les suivantes : 

cotAcotB + cotAcotC4-cotBcotC = I, " 
9in4A-|-sin4B-i-sin4tl= — 4sin2A*sin2Bsin2C, 
cos4A4-cos4B-|-co9 4C-l-i = 4cos2Acos2Bcos2C; 

2 sin A sin B sin C 

= sinAcos(B4-C)-f-sinBcos(A-hC)-hsinCcos(A-|-B) ('). 

18. Démontrer que si entre trois arcs positifs ou négatifs A; 
B, C, on a la relation ' 

A-+-B^C=(2-f-i)H, 



(') Delambre, Astronomie, t. I*""", p. 211 et 212. 
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on a aussi les suivantes : 

• A^ B , , A, C . , B, C 

tang- tang- 4- tang- tang — (- tang - tang- = i , 

22 22 .12 

cot - 4- cot- -H cot— — cot - cot - cot - , 

2 2 ' 2 2 2 2 

lA , aB . 4C * 

cos - -hcos*- 4- cos - 

2 2 2 

/ ,A ,B , ,A ,C , ,B ,C\ 
— 2 1 cos^ - cos' - 4- cos' - cos' - 4- cos' - cos' - 1 

\22 2 2 22/ 

, / «A ,B ,C 

2 2 2 

sin2A4-8in2B4-sin2C , * *> ^ 

; j—r-i s-TT n = 4C0SA COSBCOSC, 

tang A 4- lang B 4- tang C 
2 ( cot 2 A 4- cot 2 B -h cot 2 C ) -^( cot A 4- cot B 4- cote ) 

cot — h cot - + cot - 

2 2 2 . 

=- (1 - sécA)(i - sécB) (I - sécC), 

sin'A — sin'C . .. 

— 7-7-T p^r — smB, 

sin(A — C) 

sin'A4-sin'B-4-sin'C 
^ 2{sinAsinBcosC-|-.sinAsinCcosB-|-sinBsinCcosA), 

sin^A-hsin*B4-sin*C— 2C08AcosBcosC = 2, 

sin2A4-8in2B + sin2C = 4sinAsinBsinC) 

sin'2A-|-sin'2B-|-sin'2C-l-2cos2Acos2Bcos2C— 2, 

., ,A . • «B , • »C ^^ . A . B . C 
sih'--hsm*--h8in*-±:2Sin-sin-sin- = i. 
2 2 2 222 

Belatîvement au double signe ± qui entre dans le premier mem* 
bre de cette dernière relation , on doit prendre le signe -h ou le 

signe —, selon que le nombre entier „ 1 est ou non mul- 
tiple de 4' 

19. Démontrer que si entre trois arcs positifs ou négatifs A, B» 

a2 



I 

j 
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C, on a la relation 

A-hB-f-C=:(44-i)H, 

on a aussi les suivantes : 

sin îAH-sinaB-l-sin aC 



sin A -h sin B -h sin C 



= G^-GB- GC, 



,A-hB . « A + B 

— -COS'-î 



,,A-hB ^ ,A-hB 4 '^ 

fot'-*-r tang' — • — 

4 4 

. ,A . -B . . ,C . . A . B . C 
8in -4-sm'--|-sin'--f-2Sin-sin-sin - ^ i, 

1 1 7. *k 1 7. 

cos A -h cos B -f- cos C — 4siq--sin -sin- = i, 

1 % 1 

. A , B . , C , ^A, B, C 
tang - -h tang - -h tang - = tang - tang - tang - 

Mt JL JL A ^ JL 

•^~ sec ~" sec ■" sec "~ j 
7, 7 1 

. A , , B , , C , , A , B ^ A . C 
tang -- H- tang j 4- tang - -4- tang j Ung -h- tang - tang - 

B C ABC 

4- tang 7- tang ^ - tang - tang - tang - = i . 

20. Démontrer que si entre trois arcs positifs ou négatifs A , B, C, 
on a la relation 

A + B4-C=(8-hi)H, 
on a aussi les suivantes : 

. A . . B . C , . II-A . H-B . H~C 

sin — h sin - -h sin i — 4 s^n — ; — sm — ; — sin — ; — 7 

2 2 % 4 4 4 

A , B , C , H-A H-B H-C 

ros - -h cos- -4- cos - — 4 cos — ; — cos — ; — cos — : — 
2 '2 2 4 4 4 

24. Démontrer que si cnlrc quatre arcs positifs ou négatifs A, B, 
C^ D, on a la re.Vation 

A-hB-+-C4-D=rH, 
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on a aussi les suivantes : 

8in4Â-f-sin4B+sin4C+sin4D 
« = 4«in (aÂ+aB)sin (iiA-f-tftG)8in (!iB + aC), 

COS4A+COS4B+C084C + C064D 

= 4co6(2iA4-2B)cos(2À4-2€)cos(2A + t2D). 

22. Démontrer que si entre quatre arcs positifs ou négatifs A, B, 
C, D, on a la relation 

A4-BH-C4-D= (i-hî)H, 
on a aussi les suivantes : 

sin 2 A -h sin sfc B -h sin 2 C 4- sin 2 D 

= 48in(A4-B)8in(A-4-C)sin(A-4-D), 

C0S2A-HCOS2B-f-C0S2C-f-CO6 2D 

= 4cos(A-|-B)cos(A-hC)co8(B4-C). 

23. A, B, C étant trois arcs positifs ou négatifs satisfaisant à la 
relation 

A4-B4-C=(i-hi)H, 

si Ton désigne par X l'un quelconque des arcs positifs ou négatifs 
dont lacotangente a pour valeur la somme cotA + cotB-hcotC^ on 
a la relation 

sinAcos(A-|-X)-4-8inBcos(B-f-X)-hsinCcos(C + X)=ro. 

24. Vérifier les égalités 



. H 

sm Y 
4 


. H 

-smg- 


(- 


• séc 


^w 


. H 

sm 7 

. 4 


-f-smg 


4J' 


sm 5 — 

12 


. H 

— sm7 — 
4 


cos5 


H 

12 




sin 3 

lO 


. H 
- sm — = 

lO 


I 

— j 

2 







coséc — coséc 5 — = 4 , 

12 12 

tang - -f- tans; y == tang 5 tang r- — 2. 

J 4 '12 <j . 



a2. 
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u 

25. A étant un arc positif moindre que 7 7 démontrer qu'on a 

4 

'A tangA < tang2 A. 

26. Démontrer que pour tout are A positif ou négcitif^ on a le» 
relations 

sin A'= sin ( ^ 4- A \ — sin ( r- — A \ 
-hsin f 2 j — A j —sin fa- 4-A\7 

cosA = sin (a j —sin (a-F ) 

-h sin (a -f- 3 —"j -sin^A-si^V 

2lang2A=: tang f -H-aV— tang (t ~Aj 7 

3tang3A = tangA + tang( X 4-Aj —tang (ô" — Ajr 

f^u-k\ i=t tangA 

Dans cette dernière relation*, les doubles signes sont coordonnés. 

27. Montrer que dans le cas où «7 = ± i, l'équation (3) du n"4f 
(problème où l'on cherche sin ~ connaissant sin A) a toujours pour 
racines les trois nombres 

dont deux sont, comme l'on sait, égaux entre eux. 






28. Étant donnés deux nombres n, h positifs, nuls ou négatifs r 
le premier satisfaisant aux relations 

et le second quelconque, déterminer huit nombres /-,,?,/,?/, <», x^ 
7, z positifs, nuls ou négatifs, de telle sçrte qu'il existe deux arcs A 
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H B pour lesquels on ait 

cos A = // , COS T ~ ^^ 

cos 7 = A| t"5*ng - A = ^ , 

tangB = ^, sin- = //, 

sm^B = (', tang-— ^'ï 

B B 

tang- = j et tang- =^ z,. 

Discuter complètement ce problème, 

29. Si l'on désigne les nombres 

« 

• 2 ^ 2 '>. 2 

respectivement par les lettres 

f^y ^1 Pi Hi '*» •*' ^ "î 

vériûer les égalités 

H I 

sinag^ = Y (- 'w -/^-f-.vv/3), 

C0S2g^^ Y ('' + '/ -+-•')' 
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60 a ^ ' 

H I 

H I, , 

^*"^ 60 "^ 8 ^"^ "" ""^^ " '^"^•*'^' 

COS7 g^ = g(/ii -f /i -h/? -h <y 4- A7/) , 



H lA" 

co89gjj = ^(--//H-/^-|-/), 

H I, 

sin 1 1 g^ = g(— w — « 4-/^ -h </+/•«), 

cosii g- = ^( — /«-h/î-h/y — <7-f /•/), 
H I 

H I 
cos i3 g- = ^ (— w -f-/» — /?4- <7 •+-*/)> 

sin 14 g^ = ^ (w-z^-h^v/S), 

cosi4^ = î^(-/i^7 + '') {•). 



(' ) Eitrait des Nouvelles Annales de Maih^malitfucs^ t. XII, p. 28/1 ; i8!l3. 
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30. Véràer les égalités 



sin - = - Va — \l% , 



8 a 
H I 



^C08T- = -vâ-H^^ 



ID a 



i6 % 



iL = i\/a-\/a4-^24-v^, 



32 2 



3a a 



sin — = - va — v^i 
la a 



H I 



C09 — =- v'a + v^: 
la a 



sin4=-Va-V^a-|-\/3, 
a4 a 



a4 a 



sin^-iV^a-Va-h\/a + /3, 
48 a 



ios ^ - i V 2 -h Va 4- /a H- v/3 , 
48 a '^ * 



sin 






cos-- 54-/5 

20 
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S=j\/-v/-v/^. 



sm-r- = 



^;V/-\/-n/^ 



COS -r- = 



H H 

Les valeurs de sin— ; et cos— 7 peuvent encore s'écrire sous ia 

24 24 

forme suivante : 

sin — - = - (i 4- v/2 — v/3) yi — J-l. 
24 4 

cos4 = 7 (- ' + y/i ■+- /3) \^a -f V^. 
24 4 

3n. a étant un arc positif et infiniment petit, démontrer que 
chacun des rapports 

R tangg coséca acosa — tang a 5 3tangg 

a cota— 1 ^2Séca cosa ' tangSa' 

tend par des augmentations successives vers l'unité comme limite. 

32. A et B étant deux arcs positifs, le premier moindre que le 
quadrant, démontrer qu'on a la relation 

À . A4-B 

^^ 1*. 



sin A sin(A-f-B) • 

33. Rendre logarithmiques les expressions suivantes : 

a^b a — b 



^a-\-b — y/rt -^ b , 



yja—b yJaA-b 

, sécA±:cosécB, sinAsinBcosC — cosA cosB, 

1 -\- a cos A 

sin A- cos B -h sin C — cos(A — B — C), 
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dans lesquelles a, b désignent des nombres positifs quelcon- 
ques (âf>^), et A, B, C trois arcs positifs ou négatifs.. 

34. Résoudre les équations 

I— tang^ 

i4-tangx ^ 

4 tang 2x + tang j: = G , 

îsinx— 2C0sa*= I, • 

sin^6x = 2COs'3j7, 

sin 4 Jc -+- 4 sin 3 37 cos j: =^ o , 

tang - = coséc ^ — sin x , . 

aisécx-h 5i cosécj:= : — '—'> 

tango: -f acot jc = cot ( ^ — 3 - n 
tango: -f- tang fr- — '^) = tang^o:— 3 — y 

tang-ç tangjc = tang* ( 5 '^'^) ^ ^^^^ \'K~~ ^r 

sin(A4-o:)-— cos(A-f-:t) = sin(A — o:) + cos(A — a:), 

H. 

sin(A-4-«îp)-^8in(A — x) = tang^ sinA, 

(i -hcos2J7) tang(a:-i-A) = (i — cos2x) cot(o: — A), 

ayant chacune le seul arc .r pour inconnue. Dans les trois dernières, 
A désigne un arc quelconque positif ou négatif. 

35. Résoudre les trois systèmes d'équations 

o'+r-f-z — H, 

sin- = — 2sin - = !isin-> 
•1 i 2 

{ \ , X \ y r. . 

• / irtanii:- -tan?:- - . - tanu- 7 



2 
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II 

./•4-V-|-3---r jTl 

• sinx — 8inj-|-cos3 = costî 

. H 

cos j: — co9^- — ôin 2 — — sin r^ î 

ayant chacun les seuls arcs x, y^ z pour inconnues. 

36. A étant un arc quelconque positif ou négatif, et m un nombre 
entier positif, démontrer qu'on a les relations 

sinA — sin3A-hsin5A — sin7A-4-. . . 

. / \m - l ■ \» I ,„sinf2//i-h2)A 

-h (— I )'" sm ( 2 //i H- 1 ) A = ( - I V" — -■ i— -^ y 

^ ' ^ / \ / 2C08A 

(OS A — cos 3 A H- cos 5 A — cosyA-h. . . 

, , -, . , , , . sin'a/wA 
4- cos ( 4^' — 2^) A — cos ( 4 w — I ) A = -v — > 

cos A 

cosA — cos3A-f-cos5A — C0S7A-I-. • • 

/ / VA. / / . \ A C0S'('2/W-f-l)A 

— cos(4'w— i)A-4-cos(4'«-l- i)A= ^ -. — '—y 

I — 2C0S'2A-hîiC084A— 'iCOSÔA-f-. . . 

/ \,n A cos(2w4-i)A 

-h2(— iy"cos2^wA= ^ T i—, 

^ ' . coçA 

I -}-2C082A4-2C034A4-2C0s6A-|-...-f-'2C0s(6//i4-2)A 

r // . A Al/ I4-2C082A-|-'2C0S4A \ 

--{■ + acos.(4/« + a)A] \^+^eos6A + ... + acos«mAJ- 

37. Si Ton désigne par m et n deux nombres entiers positifs» 
démontrer qu'on a les relations 

inW . - mil . . . ///H , 

sm — ; h sin 3 — ; h sm 5 — ; f- . . . 

. m\\ 
4-smi'2/<-|-i) j-j-j-^o, 

'j.m\\ , . - iniU , , '2///11 , 

sm -» h sin 3 ; h sm 5 ; h • • . 

2 // -h î 2 // -4- 1 2 // -f I 

2 ///H I , ffiW 

^ 2 // 4- 1 2 '^ 2 /? 4- 1 



EXERCICES. 347 



m\\ ., ///H > m\\ 

ros hcos 3 h C085 — ; — -f- . . . 

«4-1 // -h I « -f- 1 

-hco8('///-|-i) — : — = 0, 

COS : r C0S2 ; h COS3 ; f-. . . 

2//-f-I 'i/l-l-l îi/l-f-I 

!i/ltH I 

-f-C08« ; — = î 

2/1-4-1 a 

sm' — : — -hsin'a hsin*3 — ; h. . . 

/i -I- I n-h^ /i -h I 

♦ , . , #wH /1-4- 1 

-1-KlDVi : — = 7 

«4-1 î» 

sm- — ; hsin*3 — ; hsm'5 — ; h- .. 

/i -h I n -\-i /i 4- I 

, , , /« H /i 4- I 

^ ^ « 4- 1 2 

sin' k- sin* a h sin* 3 1- . . . 

2 72 4~ I a « 4- 1 a « 4- 1 

. , ///H 2// 4-1 

4-sin'/i -— = — - — 

2/14-1 4 

. , /«H , . ,^ /«H , . jt //iH 

sin' —r 4- sin' 3 — -- — J- sin' 5 : h . • • 

2// 4-1 2/14- 1 a/1 4-1 

, . ,/ N 'wH a// 4-1 

4-sm' an — I r- = — 7 

^ /a/14-1 4 

Quels doivent être les seconds membres des quatre dernières do 
ces relations, lorsqu'on y change le signe sin en cos? 

38. Les mêmes choses étant posées que dans le numéro précé- 
dent , démontrer que les sommes 

/«H wH . ^ ;/iH 

sm — ; hsma — --4-sin3 h. . . 

/i 4- 1 /i 4- 1 n-hi 

, . /iiH 

4- sm // -, 

/î 4- I 

a//ill , . a/wH , . ^ 2 /«H 

gin ; hsma hsin3 ^. . . 

a /i 4- 1 'in-\-i 2 // 4- 1 

•1 /// H 

4^ sin// 1 

'^ ff 4 i 
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w/II m\\ _ wH , 

tos h cosa h cos 3 h • • • 

/i -h 1 n-\- i /î + 1 

-f-COS/î— -; 7 

mil „ wH , - /«H 

ros ; hcos3 ; hcos5 : h. • • 

in-\-i' 2/1-4-1 2/i + i 

+ cos (in — i] -^ ) 

^ 2 « -h I 

. , /«H , . , wH , . -, ;/iH 

sm' ; hsm-2 ; hsm^3 ; h. . . 

2/1 + 1 2/I-1-I 2/1-4-1 

, -2/ I \ '"H 

-4-sinM/i + i) ; — î 

sont respectivement égales aux nombres 

I , //«H 
O; tang-7 ; — \'> 

2 °2(2/I-+-l) 

1 2/î-l-I I //iH 

_I , . h-cos -— î 

2 4 2 2/I-hl 

OU bien aux suivants : 

, y//H I , /wH I 

COt -7 ; ; , - COt -7 -— r ) O , - j 

2(/ï-hl) 2 2(2/1-4-1) 2 

2/î-l-I I /wH ' 

' COÔ ---7 

4 2 2/î-ht 

selon que /// est pair ou impair. 

Quelle est la valeur de la dernière des ciYiq sommes précédentes , 
lorsqu'on y change le signe sin en cos ? 

39. n étant un nombre entier positif, démontrer qu'on a les re- 
lations 

sin 3 — f- sin 5 — h sin 7 - -h ... -4- sin ( 2 /i + 1 ) - =0, 
n n n ^ ' n . 

Il . _ h' . . 11 H , 

8m sin 3 h sm :> sm 7 h . • • 

2// 'in 'xn . 'in 

4- ( "0" 'sin(2//--i) — -- o 
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.H ._H ..^H H 

sin ; sm3 ; hsinS- ; sinj ; h... 

a/i-f-i a/i-f-i a/i-f-ï ^/i-f-i 

H I • H 

H . - H , . - H H 

sm TT — sin 3 ^ -+- sin 5 rr — 8in7 3- -h . . . 
6 6 6 6 

H H 

-h(— i)"sin(2«-|-i)g = cos (2/1 — 1) g-ï 

, 2H , H . c .2H ^ H 
8in 3 C09 3 1- sinS cos 5 



/i-f-i /i-f-i n-\-i n-A-i 

. . 2H H • 

-f-sm7 — ; — cos 7 — ; h... 

w 4- 1 /î 4- 1 

• / \ ^H , . H 

H- Bin ( 2 w — I ) cos ( 2« — 1 ) = o. 

Cette dernière relation peut s'écrire sous la forme suivante : 

...H ,^H ..-H ,*H 

sin 3 cos* 3 h sm 5 — ; — cos' 5- 



n-}-ï n-\-i /i-\-i n-{-i 

H , H 

-hsinj — — -co9*7 — ; f---- 

H H 
4- sin(2/z — i) — ; — cos*(2/2-- i) = 0, 

40. n étant un nombre entier positif, et a un arc positif infini- 
n)ent petit, démontrer que les quotients 

a-h2a-+-3a-h...4-/îa 
sm a -I- sin 2 a 4- sin 3 a -fi. . .-hsm/^a 

et 

a-i-3a-}-5a-f-».«4-(2/g-f-i)« 



sin a -I- sin 3 a -h sin 5 a-}-. . .-|-sin(2«-hi)a 
diminuent de plus en plus, et qu'ils tendent respectivement vers le» 
limites R et ^• 

41. Étant donnés deux nombres ^, A, positifs, nuls ou négatifs, 
le premier satisfaisant aux relations 



I 
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eL le second quelconque , déterminer deux autres nombres x et y, 
positifs , nuls ou négatifs , de telle sorte qu'il existe deux arcs A et B 
pour lesquels on ait 

cos A = «,. f os - = X. 

7 

tangB = ^ tang--=7. 
Discuter complètement ce problème. 

42. A étant un arc quelconque positif ou négatif^ ei m^ n deux 
nombres entiers positifs, démontrer qu on a les relations 

sind/A-h ( - |sin{//i--a)A 

4-f5]8in(//^-4)A-+.^^^8in(//I-6)A-h... 
= 2" ces" A sin (w — «) A, 

Cos/w A -h ( - j cos ( w — a) A 

-f- ( - ) co8(//i — 4) A H- I ^ j cos (/M — 6) A-h . . . 
= 2" cos" A cos (m — «) A, 

A — ( — J sin ( w — a ) A 

H-( — jsin(w— 4)A— ( ^|sin(m — 6)A-f-... 
= ( — 4)'*sin*"A sin (w — a/i) A, 

cos /w A — ( — I cos ( /w — a) A ' 

4- ( — ) cos ( w — 4 ) A — ( -V- ) cos { w — 6) A 4- . . . 

= ( — 4 )"sin^" A cos ( /w — a« ) A^ 



sm m 



sin/w 



k— i j sin ( w — 2 ) A 

^Î^jsin(,ii-4)A- (î!i^)sin(m-6)A+. 



=^ 2 ( — 4)"sin"'+' A nos ( w — aw — i) A, 



* 



cos m 



A — i I cos ( w — 2 ) A 

-f-l L— Jcos(/w — 4)A— f — r^— icos(/;/ — 6)A-|-.., 



= - ( — 4)"+' sin'"^' A sin ( //ï — 2 w — I ) A, 

cos 2/1 A — ( — j cos (2// — 2 ) A. 

^'"'"^ "" rf^; { "^ (t) ^^ ^'^ - 4 ) A 

— ( -5- j cos (2/2 — 6 ) A 4- . . . 

sin(2/i-hOA— ( ) sin(2// — i)A i 

2(-4)"i \ 2 y ' 



>; 



COS"A = 



— < — 5 — I sm ( 2/1 — 5 ) A 4- . . . 
cos/îA-h ( - \ cos(/7 — 2) A 

-l-r|jcos(//-6)A4-... 
( 2 sm — I H- I 2 sin — 1 

\ "' y \ ^ y 

f ' GHX'" . , / . 2/wH\ 
+ (^2sm-j +...-4-(^2Sm-^) 

/ 2H\*" . / 4H\"' 

( 2 cos I -f- ( 2 cos I 

\ '« / \ '« / 

-+-(2 cos — ) 4-. . .-h 1 2 cos ) 

\ '" / \ "' / 

'in[in — 1)(2/2 — 2). , .(/i-f-i) 

//; ~ y 

1 . 2 . 3 . . . /2 



in 
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( sin — I -h ( sin — ) 
\ "' / \ '" / 

-j- 1 cos — ) -4-..-h(cos 1 =0. 

\ m ) \ m J 

Les quatre dernières de ces relations ont été données par P. Len* 
Ihéric ("), ancien professeur à la Faculté des Sciences de MontpeU 
lier : il est aisé de formuler en langage ordinaire les propriétés géo- 
métriques qu^elles expriment. 

43. A et B étant deux arcs positifs ou négatifs, a %i m deux nom- 
bres, le premier quelconque positif ou négatif, et le second entier 
positif, si l'on désigne paru et &>' deux arcs positifs ou négatifs dont 
les tangentes égalent respectivement les deux quantités 

r/sinB ^fsinB 

rtCosB + i rtcosB — I 

démontrer que les quatre expressions 

sinA-h (- U'''sin{A + aB)-4-(~Vi*sin(A-l-4B) 
-f•(^'^fl«sin(A-^6B)4-..., 

ros A -h f "-\ a" cos( A 4- ^B) -h ( '^' Wi* cos{ A + 4 B ) 
(|V/«cos(A-h6B)-h..., 

(py/sin(A-+-B)-h^^'V''sin{A4-3B) 

+ (^'V/^sin(A-h5B)-f..., 

('^'^«cos(A + B)-hd^fl'co8(A-|-3B) 

H-('i'Vr'^cos(A-|-5B)-h..., 

(•) Annales de Mathématiques , l. XVI, p. /^i-V( ; i8a5. 



H- 
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sont respectivoment égaler aux quatre quantités 

• -rTsiirBl — K-^ ^-4- —0 — \- Z i — ' 

2 (' sm'"w ;. ' ôm'^w' 

*^ • «nisinfA-f-ww) , .' .„, .sinfA-f-ww') 
, -«^sin'"BJ — W-r — ^ — i-4_(_i)''«-» — V . j. ■ — i 

2^ ( 8in"*w ^ ' 8111" w 

Ces sommations ont été données comme nouvelles par Fus8( * ). 

44. m étdnt un nombre entier positif, démontrer qu'on a les re<^ 
rations 

7:-4=(t)-Kî)-K?)-(")-- 

,-„»™^»,-,(î) + 3.(ï)-S.(|)+..., 



2 

3=" 



-j-sm/w 



H //w-2\ //«--3\ //w — 4\ 






H 

I— 2C0S//l-^ 

m 



I //»— 3\ . I /«— 4\ I /m— 5\ 



■-"?-(")-(!)-(f)-(?)--. 
"—(?)- (î) -(?) -^ (ï) — 

3' 



m 
2"' COSW 



2 

m- 



(') lYoi'/i ^Ic/rt Acad. Se. imp. Petrop., L XII, p. i43; 1796. 

23 
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tT h I //iA , I lm\ i (m\ . 

I— (— iy'*28in(a/w -4-i}"5 , \ / o\ 

^ ' ^ '6 i/aw — 2\ . I /a//t — 3\ 



2/W-l-I 






wi-h 



2 



■■-<.-».ï-(?)-(?)-(l)H")-(") 

^e»„-».ïï..^(T)-(?)-(f)+(-:)+(f) 

La relation (c) a été donnée par M. Stem, professeur à Got- 
tingue ( ' ) , avec cette différence que ce géomètre met Texpression • 

m 
pour premier membre , au lieu de 

H 

I — 2 C08/n 5- 

, 

m 

ce qui revient évidemment au même (^). 
45. A étant un arc positif ou négatif, et a un nombre positif ou né- 

( ^ ) Journal de Crelle ( Journai fur die reine und angewandte Maihe" 
m/r(t^...)) t« XXXIII, p. 36'j; 1846. 

(') Cette relation deM.Stern donne immédiatement ce théorème du 
même géomètre (Journal de Crelle» t. XX^p. 33 1 ; 1840), savoir, que 
si S désigne le second membre de ladite relation , on a 

S==-, S = o, S=~- ou S = -, 
m m m 

selon qu'on a 

w = 6 H- 3 , «i =. G rh I ^ m = () ou 171 = 6dr 2. 
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galif , moindre en valeur absolue que Tunité, démontrer que la somme 
des // premiers termes de chacune des deux suites illimitées 

asinA, — «'sinaA, rr'sinSA, — rt*sin4 A, . .., 
^cosA, — «'cosiA, /i^cosSA, — rt*cos4A, .. ., 

tend vers une certaine limite, à mesure que 1 on fait croître le nom- 
bre entier n indéfiniment , et que cette limite est 

flsinB «jHh^zcosB 

«*-|-2flC0sB-|-i ' fl*+2flC08B-Hi ' 

selon qu'il s'agit de la première ou de la seconde de ces deux suites. 
La première de ces deux limites a été indiquée par M. R. Lobatto, 
professeur à la Haye, dans un Mémoire publié en 1827 sous le 
titre de Rec/terc/ies sur la sommation de quelques séries trigono- 
métriques (*). 

46. A étant un arc quelconque positif ou négatif, et // un nombre 
entier quelconque, démontrer que la n^'"* réduite de la fraction 
continue illimitée 



2C0SA 



2C0SA 



2C0SA 



est égale à 



sin^A . 



sin { /f 4- ^ A 



47. »i, /,, ^j, '35 '.M '«1 étant des nombres entiers , le premier 
fNM»tif et les n autres positifs ou négatifs [n'^m)^ supposons que 
l'on forme tous les arrangements possibles des m racines de l'équa- 
tion binôme 

.r"*— I = o, 

en les prenant ;i à «, et que l'on élève les n racines qui Constituent 
chaque arrangement aux puissances respectives f,, ^2» h^***i ^m 
c'est-à-dire la première à gauche à la puissance ^p la seconde à la 
puissance ^,, etc. 



(') Journal deCrclle, t. XI , p. 169; i83/|. 
\^) Joui'naï de Crelle , t. XVI , p. 93 j 1837. 

23. 
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... • ..-*•....•. • , 

Maintenant) si l'on (nul ti plie entre elles lea /? -puissances qui 
entrent dans chacun des arrangements, on obtiendra un certain 
nombre de produits égal à 

m [m — \)[m — i), , ,[m — /î-f-i). 

Soit S la somme de ces produits. 

Démontrer que si aucun des exposants /,, /^ , f, , . . . , ^„ n'est mul- 
tiple de w, on a 

* S = (— 1)""^ I .a. 3. . .(« — i)./w, [d) 

ou bien 

S — o, 

selon que la somme ^-1- '3-1-/3 + . • -4- 1„ est ou n'est pas mul- 
tiple de w. 

Dans le premier de ces deux cas, si parmi les exposants ',, ',, 
^3 , . . . , /„ il y en a un certain nombre X' égaux entre eux , et que l'on 
ne veuille prendre dans la somme S qu'une seule fois le même 
produit, faire voir que la relation [d] doit alors être remplacée par 
la suivante 

S = (— ï)"-'(X'4-i)(X-4-2')...(72-^i)/7ï. 

I 

Ces propriétés des racines de l'unité ont été dohnées par Ruffîni ('), 
On peut s'exercer à chercher, ainsi que l'a fait ce célèbre géo- 
mètre, quelle est la valeur de S lorsque parmi les exposants '„ r,, 
/,,..., /^ , il y en a qui sont multiples de w. . 

48. Soient les équations binônies 

j^lm _. 1 _ o^ ^ .r'"'+'— 1=0, 

x^'« + I =: o, .r''"-^'-f- 1=0, 

à la seule inconnue x^ et dans lesquelles m désigne un nombre 
entier positif quelconque. 

On sait [voyez les Traités d'Algèbre supérieure) que si l'on 

1 
pose j:-4- - = 3 , on peut transformer l'une quelconque de ces équa- 
tions binômes en une autre équation algébrique à la seule inconnue 2, 
et du degré [m — i) par rapport à. cette inconnue s'il s'agit de 
l'équation x^'"— i = 0, ou du degré m s'il s'agit de Tune quel- 
conque des trois autres. 

(•) Mémoires de r Institut àf Miîan, t. Xlïl , p. 67-8'! . — BuNttin des 
Sciences ma thématiques, par le barou tic Férussac, t. V, p. 12-1/1; i82ti. 
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• Cela posé, on propose de déduire des propriétés relatives aux 
racines des équations binômes celles qui concernent les racines de 
res équations en z. 

49. Les mêmes notations étant adoptées ici que dans les n^ 124 , 
125, 126 de la Théorie des fonctions circulaires , vérifier ou démon- 
trer qu'on a les égalités ou relations suivantes : 

^(..1) = ^ v/a,; 



A(„.,) = -(»/5-»). A(,„,= -(v/5 4-i); 

A(,s,,)=jkio + av'5-/3(v^-i)], 



A,.5.„ = I [v^ (v/5 + 1 ) - \^ 10 - 2 VS] , 
A(.M) = f[v'ioH-2ï/5+v/3 (v/^ - i)], 
A(,v)=|[/3(v'5 + i)+v'io-2^]; 
A(„,,) = -^ (v/5 + 1 - v'io - 2v^) , 

A,„,„ = ^(v^-.+ v/Î^TV5), 

■*(».') "" "4 (' + v/5 4- v'io - a /5) ; 
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A(3.,,j = 5(v^io+2v/5v/3--v/5 4-i), 
^O....) = 5 ( v/iP - a v/5 /3 -h V^5 -h i) , 

A(:,.,3) = j ( V^io -h 2v/5 v/3 -h v/5 - i) ; 

A' 4-4' — ';R2 aj __ kl __ D2 /T 

A? — A^ — A' — A' — R' 
A' -4- A"'' —A*'' -4- A' — 4R' 

= -I ^=nY5, — T — — T — K, 

'2R-A(,,,) tiR-hA(,,.j ' A|,,3) Vô-^-S 

î*A(„,,)H-A(,,,)= ^A(„,,)-'A(,,,) = V^A(3,,j, 

A(t2,S) — A(,5,,)= A(^^,), 

AÎ.,,) = R(^ï^-A,M))» A|.,,,j-R(^R-f-A(3,,)), 
A|.,,^4-A•;.,,^=.4R^ 

2 A^,5,,) -4- A(, ,) :== 2 A(,,,,) - A(,,,) = \/l A(,o.3) , 

A(,f,,,) + A(„^,) 4- A(, .,,,) — A(„,,, = A(,,2) — A(^,,). 



EXERCICES. 

('*) A(l6,l)^~^(l5,5)'^^(t5,<)'^A(l5,:)^ 7" » 



35îr 



A;„.,)=R(î^ft+A(,,)) 



AJ,.^,,= R^(2R + A^,.,), 



k7 _i 4 2 _ A î I A» ^ 4R' 

(P) A^j,,j-|-A^„3j-|-A^^,j-|-A^„gj = 8n , 

oA A A* A=» . oA A —A' A' , 

'*^(20,l)''^(2«,9)-^'^(l«,3)~"''*(5,l)' ^^(79,i)^{79,->) — -^(5,2) ^(10,1)' 

A(ao,3)A(2«,,)-hA^j,,j A(2o,») — ** y^-> 
A A/ — A A — R* 

A A A 

^(20,l)^(20,9j _ ^(IO,t) 

*A(3«,l)"i~A(IO,3)— ^A(30,n)"^ A^„3j =V/3A^j,j, 
^A^3^,j-|-A^,,,j = 2A^3, ,3j A^,j,^= yôA^jjj, . 
A(30,ll) ^(.^0^1) = A^„ 3j , A^3^ ,3j Aj3^ ,j 3= A(,j ,j , 

^(30,13)"^" A(3o^,,) A(3,^,) A(3j ,^= A(,,,j-4-A^,„3p 

A^3,,^=: R(2R Aj3,,^), 



A^3»,i)— Rl^R A^3^ ,3^). 



A(30,ll)— »*(^"~'"A(39^,)), A^3p ,3j ~ R(2R-|-Aj3j ,,^). 






AJ„,,)=R(2R-A(,,^,V). 
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A' -4-4? — A? v-t-A' —A' -i_ A* 

^(li,l)^^''^(30,»3) — -^(14,2)^^^(10,11) — -^(15,4) "T" ^(30,7) 

~ (»M) "^ ^(30,1)"^ 4 R » 

■ t 

3 

A' —A —A' — A^' —m 

^*(IS,2) ^{3;t) — ^{H,7) -"(30,11) — **A(,j,j, 

A' —A' =A* — A^ =RA 

^(30,:) (•*.') (30,13) ^05,«) "^(10,3)5 

Aa A» — aRA A' %* • olIA 

^^(30,13) ^(15,1) ~ ^"^(30,11)» ^(30,11) •'*(I5,2) — -*"-^(.JU,7)> 

-^(15,4) "^-^(30,7) = ^"-^(30,1)» '^(•5,7) ~ ^\^,i) "=" ^^^(30,I3>> 

A* a- A' -f-A* A* 

^(30,13) ' "^(30,11) "(30,7) ^^(30,1) 

»- • 

— A' -\- A^ —A* —A' 

— -f* (15,7)^^ "(15,4) -"(l&.J) -^(14,0 • 

— " 1^(30,.)"+" -^(30,7) "J" -^(30,1 1 ) "'^ -^(30,13))» 

i^) A2 _i_A» -4- A' -A-A^ — oR' 

\ // (30,1) '^"(30,7) "^"(30.11) '^'"(30,13) II" > 

A Xy A " — 3 A' — A' 

4 **(30,l)'*^(30,ll) ~~ •'"(5,1) (10,3) ï 

4 Al3o,7) -^(30,13) — 3 -^(5,2) "" -^(10,1) > 

A A -4- A A — 3R*- 

■'*(30,l) ^(30,11) «^"(30,7) "(30,13) ~ ^" » 
(30,7)^(30,13) "(30,1)^(30,11) ~ " V^7 

o A A -4-A A — A' 

-* "(30,1) ".:30,M) '^"(20,1)^(20,») ~ (»,«)' 

lA A —A A —A* 

-* '**(30,7) "(30,13) -^(20,3) '**(20,7) — -"(5,2) » 

■^(30,1)^(30,11) =R(R -^(10,1) )> A (30,7) -^^(30,13) == " ( ^ "i~ -^(10,3) )* 

La plupart des relations contenues dans ce numéro sont peut-être 
nouvelles; elles constituent des propriétés assez remarquables re- 
latives aux polygones réguliers (convexes ou étoiles): ainsi, par 
exemple , les deux relations 

^^(11,1) "^-^(4,1) — V^-^(3,l)' '^(5,2) ^"^(15,1) ^ V^'^(10,1)' 

montrent que la somme a A^,^ ,)+ Â(, ,) et la différence A^^^^—^A^i^^^ 
sont respectivemout le côté du carré inscrit dans le cercle de rayon 
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A^3 ,) et le côté du triangle équilatéral inscrit dans le cercle de 
rayon A(^ ,). 

De plus, ces mômes relations «n fournissent iounédiatëmeot d'au- 
tres entre certains rapports trigonoïnétriques ; ainsi , par exemple , 
.les relations (a), (f>), (y) donnent respectivement les suivantes: 

sm' -r -h sm' — r- + sin* -^r H- sm* ^ = 7 , 
i5 i5 i5 i5 4 . 

. » H , ... 3 H , . , 7 H , . , 9 H 

sm' h sm^ h sm' \- sm* ^i— = a , 

20 20 20 20 



• a H . . -7^ 
io 



7H . . ,iiU . ,i3H /3\' 



50. /// et /j étant deux nombres entiers positifs quelconques , et /?, 

P désignant respectivement les périmètres des polygones réguliers 

de 2"*. n côtés inscrit et circonscrit au cercle de rayon R , démontrer 

qu'on a les relations 

. H . 



H ^"^/î 

^=^"^'?r7; = ""^ — H — H — Tî ïT' 

COS COS 7— COS r COS -77 — 

2/1 ^n 8// 'jL'",fi 

et • 

. H 
n sm - 

H H H ^ ^• 

COS — - COS -7- COS s— • • • I 

•2/1 in 8/2 
TT désigne le rapport de la circonférence au diamètre. 

51. Â étant un arc quelconque positif ou négatif, et m un nom^ 
bre entier positif, démontrer qu'on a les relations 

sin 2 7/1 A 
= t»-'8in:.A JJ [cos (1^^ -j-a) COS ('^'+;^'» - a)] ' 

g=2m — 2 

= (-!)»• 2'--' COS A JJ rcos('-i^=^-HA)1, 



(') Annales dr Muthéntalitfurs ^ t. IV, p. 36o-364 î i^' -V 
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COS2//1A 

z=.2m — I 



(-.r.-n [-C-^-^^)]' 



«=0 



8in(2//i-hi)A 




'^""sinA 1 J^ cos 

55=0 


'C 


sz^im 


— 1 



(a^-f- 



4/w-l- 



;ï'+*)-('!S^-)] 



,-,r.-«.A n [»C-Sï!^+*)] 






H-.r.-nh('7Sï'+')] 



«=o 



cos(2W-Hi)A 
2=m — I 



=,-c»A n h(lëf+*)-('S5^-*)] 






.-e»A n h(îS^+*)] 



1=0 

a=am— i 



(-.r.-cosA H [cos(^-^^ + a)] 



r=o. 
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tang(2//î-|-i)A 

£=3m — I 



^(-.rtangA n [ta«g(i^^ + A)] 



2 = 
2zrm — I 



=""«* n hCîSï'-*)"'C-S^ -*)] 






='->-nhCï±ît"^-*)] 



»:i=0 



2=im — 2 



nH(^^-«)»»«C^'-^)] 



«=o 
«=»r — I 



La onzième et la treizième de ces relations fournissent respective- 
ment les deux suivantes : 

tang6o° = tang ao** tang 4o° tang 8o°, 
tangSo*" = tang io° rot 20** cot4o°, 

qui sont très-remarquables , en ce que des quatre suites de nombres , 

ao, 40, 60, 80, 

10, 20, 3o, 40, 

ao, 40 ) 80, 

10, 20, 40, 

les deux premières constituent doux progressions arithmétiques, et 
Jes deux autres deux progressions géométriques. 
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52. Les mêmes choses étant posées que dans le numéro précédent^ 

et la notation 

«• 



2 [/(-)]. 



«=0 



dans laquelle k est un nombre entier positif, servant à-désigner la 
somme de toutes les valeurs que prend une fonction donnée/(3) d'une 
certaine variable z, lorsqu'on attribue successivement à cette variable 
les X-f-i valeurs 

démontrer qu'on a les relations 
/wtangAwA 



=- 2 [-C^^-*)]' 



///cot/wA 

— cot A -+- 

5=0 



2 h(^-*)] 



•2///*ang'2///A 
£=m — I 



2 [-(^^^-*)-«('^iï^-4] 



5=2m — I 



2 [""«C^TÏ^+*)] 



«=0 

a=m — 1 



= 2 h(^^^-*)— (^T^-*)} 



Z:=.0 
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(a /« + 1) tahg ( 2/w -h i) A 

s=m — I 

= tangA-l- 

5=iTO— I 



2 H(S^-*)--^(ë^-*)] 



""?*+ 2 [-^(ïîî?+*)] 



*=0 



«=:r2IW — I 



«ngA+_2 [•'■«(H=eîï+*)] 



«=0 



5=m — 1. 



=-"«*- 2 hcs^-*)— ('!S^-*)] 



f::=0 

2/«C0t2WA 

«=3/n — 2 



.tang(H-A)- ^ H^-^^^ + a)] 



«=0 



2=s:m — 2 






5=WI — 2 
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• ^ • - * 






•n [tangL^±^]==(-.n..^.), 



5=0 

«=m— I £=m — I 



I') 2 [«*^TÏ>!!]= 2 [ccéc-lîijtaïï]-.»., 



«=•0 e=o 



^ r ,(2-f-i)H , (3-4-1)111 



«=0 

V 

«=0 



rcot(ii±lllic.oséc(ii±li»l=o. 
I '^w 7. m J 



Les relations (a), (p) (7) fournissent immédiatement les sui- 
vantes : 

^ ■" ' « * ^^" A sin !î A sin 3 A . . . sin ( /« — I ) A , 



H 



i if"VA\'" . A . aA . 3 A . (w — i)A 
\n,J '2 ^ a. '1 



' * ^ ■ A '2 A 3 A ( /w — A 



v-i/A\-^ A '2 A 3 A 

— ^ i^ I ^os - ces — cos 

\Ry 'À '1 '1 



2 
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coséc'7 4-coséc'-7--i-co8éc*-7- -h... 

444 

coséc' \ IlJJ — 

7r désignant le rapport de la circonférenee au diamètre , et A un 
arc positif sous-multiple de H. 

S4. A,, Aj, A3, ... , A^ étant m arcs quelconques positifs, nuls ou 
négatifs, si, pour un certain nombre entier /i positif ou nul, et 
non supérieur à m, on désigne par A la sonune de n quelconques 
des m arcs précédents, et respectivement par S„, C^ la somme des 
sinus et celle des cosinus de toutes les valeurs arudjrtiquement dis- 
tinctes ( c'est-à-dire qui sont réellement distinctes abstraction faite 
des valeurs particulières que peuvent avoir les arcs A,, A„ A3,. . ,, 
A^) de l'arc 

a A - (A,-+- A,-f- A3-+-, . .-4-A„), 

on a les relations suivantes : 



s=m £=:m 



2"' 






ZSMl 5=.0 



ou bien 



Z'^^in Z'^nn 



a" 



J|[8mA.]=2t-')'"^=l' 



2=1 S=0 

selon que m — i est un nombre pair ou impair, et 



z-=.m z=m 

a"JJ[co8AJ=2[C.]n- 



«=I z=o 



( * ) On trouve plusieurs cas particuliers de cette dernière relation dans 
les Annales de Mathématiques ^ t. Vil, p. i65, 166. 

24 
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55. Résoudre les équations algébriques du troisième degré 

Sjo^— 36j:'— ax-+-u3 = o, 
Sar* — 2o5ox 4- 4^75 = o, 
Sjo^ — 36.r — 135 = o, 

ayant chacune la seule inconnue .r. 

56. Démontrer que si dans un triangle reettUgne AlC on a les 

relations 

séc2A-htang2B = tang(45°H-B), 

. r, cosaAsécïC-- 1 

on a aussi les suivantes : 

A = B = 2C. 

57. Démontrer que dans tout triangle rectiligne ABC on a les 

relations 

<7SinA — ^sinB = csin(A-— B), 

a A 

- (cosB — cosC ) =z [c — b) cos'- • 

58. Démontrer que l'aire d'un triangle rectiligne ABC est égale à 

59. r et r" ét^nt les rayon^ des cercles circonscrit et inscrit à 

un triangle rectiligne ABC , démontrer que l'aire de ce triangle est 

égale à 

rr' ( sin A 4- sin B 4- sin C ) . 

60. S étant Taire d'un triangle rectiligne ABC, et S' celle du 
triangle dont les sommets sont les pieds des trois hauteurs du pre- 
mier, démontrer qu'on a la relation ^ 

S' = aS cos A cos B cos C. 

61. a, h, c, d étant les quatre côtés successifs d'un quadri- 
latère convexe circonscrit à un cercle de rayon r, A Tangle de ce 
polygone compris par l^s côtés a et d, et f^ la distance du «ommet 
de cet angle au point de contact du côté a , démontrer qu un a la 
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relation 

A 

62. a et ^ étant deux côtés consécutifs d'un quadrilatère convexe 
inscrit dans un cercle de rayon r et circonscrit à un autre de rayon /, 
Â l'angle de ce polygone compris par ces deux côtés , ^ la distance 
du sommet de cet angle au centre du second cercle, démontrer 
qu'on a la relation 

^«-^cos^^ (ô-^cos^^ = ^'.siH'^. 

63. A, B, C, D étant les angles successifs d'un quadrilatère' 
convexe circonscrit à un cercle de rayon r, et S l'aire de ce poly- 
gone, démontrer qu'on a la relation 

. A + B C-hD 

sm sm — — 



S = H — ^-^«^- 



. A . B ' . C . D 

sin-sm- sm-sih- 

22 11 

64. A , B, C , D étant les angles successifs d'un quadrilatère con- 
vexe inscrit dans un cercle de rayon r et circonscrit à un autre de 
rayon r', et P le périmètre de ce polygone, démontrer qu'on a les 
relations 

{!_ V^i H-sinAsinB 

'*' sin A sin B 



P = 8r' 



. A-4-B A-B 

sm cos 

2 2 

sin A sin B 



65. A, B, G, D, £ étant cinq angles dont la somme égale six 
droits , et r une longueur linéaire quelconque , démontrer que si 
l'on construit un pentagone tel , que ses côtés successifs étant dé- 
signés par a , h^c^ d^ e, on ait 

(«,£?) = A, («,6) = B, (^r) = C, (c,6fJ = Dn, 
et 

«= — 2rsin(C4-E), ] 

6= — arsin(A-hD), | (i) 

c= — 2rsin(B-4-E), ) 

( *] Les notations (^^ e), (o, &)» . . . désignent respectivement les angles 
du pentagone compris par les côtés a et «, a et h , . . . . 

24* 



3^9 THÉORIE DES FÛNCT. C[KCU];.AtRES ET TRIGONOMÉTRIE. 

OU bien 

. A + B 

sm 

sm - sm - 

. B-+-C 

sm ; — 

sm - sm - 

. C-hD 

sm — - — 

'■ = '■- c^' 

sm - sm - 

ce pentagone sera inscriptible ou circonscriptible à un cercle de 
rayon /■, selon que les valeurs des côtés a^ b, c auront été prises 
conformément aux égalités (i) ou aux égalités (2). 

66. A, B, C, D, E étant les angles successifs d'un pentagone con- 
vexe inscrit dans un cercle de rayon r, P le périmètre de ce polygone, 
et S son aire, démontrer qu'on a les relations 

p^_^^\8in(A-hC)4-sin(A-hD)4-8in(B4-D)| 
^''i +8in(B-fE)-|-sin(C + E) )' 

_^|sin2(A-4-C)-h6in2(A + D)-|-sin2(B-4-D)î 
~ ^1 +8in2{B-+-E) + sin2(C4-E) i' 

67. a, b, c, d, e,f, étant les côtés successifs d'un hexagone inscrit 
dans un cercle de rayon r, et A, B, D, £ les angles de ce polygone 
qui sont respectivement compris par les côtés 

a et /, a et bf c et fiy ri et e, 
démontrer qu'on a la relation 

«sinDsinE — r/sinAsinB = t-V- ^ (M. 

68. A,, A, A3, ... , A„ éteint les sommets ou les angles successifs 

__ ^- .^____ 

(*) Ce théorème et les six autres (61 , 68,. . ., 66) qui- To^t précédé 
immédUtcment sont extraits de deux Mémoires de Fuss , insérés dans les 
iVoc'fl Acta Acad. Se, imp. Petrop.j t. X, p. io3-i35 , et t. XIII, p. 166-189. 
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d'un polygone rectiligne convexe, et A',, A',, A3,. . ., A'„ les projec- 
tions respectives d*un point quelconque pris dans l'intérieur de ce 
polygone, sur le&côtés A^A,, A, A3, A^A^, . . ., A, A,, démontrer que' 
si Ton désigne par S Taire du polygone donné et par S' celle du poly- 
gone rectiligne dont les sommets successifs sont ces projections , on a 
la relation 

4 (S — aS') =a] sinaAi + ûJ sinaA,-|-rtJsin2A3-h...4-«îsinaA,, 

dans laquelle a^, a^, ^3 ? • • m ^« ^"^ respectivement les distances 
OA,,OA„ OA3,..., 0A„. 

Ce théorème a été indiqué par M. Steiner ( * ). 



69. Démontrer que dans tout triangle sphérique ABC , on a les rela 

tions suivantes ; 



sinA — 



( I — cos' a — cos' b — cos' c -h 2 cosa co&b cosr ) 

sin6sin^ 

,. . ^ cos« — cos^cost- 
cot A sm B ; . ) 

sinasMic 

. , , L\ I • cosBH-cosA 
sm(/i4-o) = -smc ^ï — ; 

sm' - 





cos'- 
a 




sin^ - sin' h sin a sin b sin' - 

a a a 




. ^a-j-b C 

= sin' sm a sin «> cos - ^ 

a 2 




Sin' - - cos' h sin A sra B sm' - 

a a ji 




— cos' sin A sinB ces'- • 

a a 



(») Journal de Crelle, t. I, p. 38; 1826. 

(') Ces deux dernières relations ont éié données par Delambre. (Voyci 
son Traité d'Astronomie, t. I*"", p. 162.) 
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. a . b a b ^ 

. . _ ,, sin-sm- + cos-cos-cosC 

sin = ) 

a c 

cos- 

. „ ^ cos-cos-sinC 
A+B— C 2 2 
ros = î 

2 c 

cos- 

2 

A-hB — c I — C08a — cos^H-cosr ,,, 

tang ^ = ; . , . ^ (' , 

° 2 sinasin6smC ' 

cosA sin^ = cosa sine — sina cosr cosB, 

cosAsinB =:cosA«nC+sinAcosCco8^, 

sin(«-l-^) = sinccosB-hcosflsincsinBcot-) 

^ 2 

sin (« — />) = sin r cosB — cosa sine sin B tang - ( * ) , 
cQ^in-^-b) = cose — sin/7sincsinBcot-7 

2 
Q 

cos{a— b) = cosc + sinasinfsinBtang- {^), 

ma 

. A-j-B . A — B n jC • « • n 

2 sm sin = 2C0sB cos' cosc smB sinC, 

2 2 2 

2C08 cos = 2CosBsin'-H-cosûsinBsinC (M, 

2 2 2 ^ ^' 

sin C + tang A COS G cos ^ sinB 



sin b sin c — tangâ cos c cosB ^ 

cotA _ cos^ sin c — sin^ cos c cosB 
cota " cos A sin C -f- sin A cosC cosô 

(* ) Cette formule élégante a été employée par Legendre (voy. son Traité 
de Géùmétrie, noteX, problème q) pour déterminer la position du pôle 
du cercle circonscrit au triangle sphérique ABC. 

(' ) Cette dernière relation a été donnée par Delambre ( Traité d^Asirth- 
nomie, t. I®*", p. 2o3). 

(') Cette dernière relation a été donnée par Puissant, dans son Traité , 
de Géodésie, t. !«', p. 86, 3^ édition. 

{*) Ces deux dernières relations ont été données par Puissant (Traite 
de Géodésie, t. I«=^ p. 87). 
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cos A tangC-l- sinA cos^ _ sinB 

sim 

sin A sinB — coâ A cosB cos.r = sin^ sinft -f- cosa cosb cosC ( * ) , 



- ■ - = (>) 

mb cosr tanga — sine cosB ^ '' 



. ,« — b . . , A+B 
sin h sin asuio cos^ 

sin - == ! • ' L ' A ^- p 9 

2 I — sin /i sin o sin A SinB 



,a -4-0 • » • ,A — B 
cos' h smrt sm 6 sm* 

.c ^ • a 

2 I — sin« sino sinA sinB ^ 

i 

C 

4 sin « sin ^ cot A cot B = sin"^ ( a -4-^ ) tang' - 

-sin»(«-6)cot'-(*), 

C 

sinacotA-f- sin^cotB = sin(rt + è) tang-^ 

m 

sin«cotA— sin^cotB — sinf^ — «)cot- ? 

^ ' 2 

sinV/col'A — sin'^cot'B^ sin(rt-4-^)sin(é —a), 

A B 

sin^cotA — sinZ>cotB = sinacot sinécot- 

2 2 

= sino tang sin« tang - > 

B A 

sin/ïcotA-f sin^catB = sin^cot sin«tàng- 

2 ° 2 

.A . ,, B 
= sm« col - — sm o kang - y 
2 2 

. Q 

sîn(rt-|-^) = (sinrtcotA-hsin^cotB)col-i 



( ' ) Cette dernière relation a été donnée par Dalambre ( Traité d^Àstro- 
fiomie, t. I**", p. i55). 

(■) Cette dernière relation a été trouvée parCagnoli. (Voy. sa Trigo- 
nométrie, p. 326, a« édition.) 

(') Ces deux dernières relations ont été données par 1>«tambre ( Traira 
fl* Astronomie j t. 1***, p. 201). 

(*) Cette relation a été donnée par Puissant {Traité de Géodésie, 1. 1««", 
p. 98). 
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sin (« — /;) = ( sin^ cotB — sinû cot A ) tang -> 

. a . h . ^ c , A-+-B-+-C 
sm - sin - sin L = — cos - cos ' ? 

2 2 2 2 

.a h . ^ . c A — B — C' 

sin - cos- smL — sin - cos -> 

22 .7. 2 



a b . ^ c A-4-B — C,,. 

co8-cos-8mC=cos-cos (')• 

22 ^ 2 

70. Démontrer que dans tout triangle sphérique rectangle ABC, 
on a les relations suivantes : 

C C 

sin [a-^b] =:sinccos^cot- = tangccos«cot-3 

C c 

sin ( « — ^ ) = sine cos^ tang - = tangc cos a tang - ( ') ) 

■^ 2 

cos(fl-4-^) = cosc — sin6sinccot-) 

^ ' -2 

cos(« — ô)= cos <? -h sin ^ sine tang-- 

71. A, B, C, D étant quatre points d'une surface sphérique, les 
trois premiers situés sur un même arc de grand cercle, démontrer 
que si l'on représente respectivement par «, è, a, p, 7 les arcs de 
grands cercles AB, BC, AD, BD, CD, on a la relation - 

sin«cos7 + sin^cosa = sin(ô-h^)cosp (^). 

72. S, A, A', B, B' C étant six points d'une «urface sphérique, dé- 
montrer que si les points de chacun des groupes (>S, A, A'), (S, B, B'), 
(A, B', C), (A', B, C) sont dans un même plan avec le centre de la 
sphère, on a les relations 

sinAA^sinCA^sinBB ^ siii SA^ _ sin BA^ sin CB' 

sin SA ~" sinBC sin SB'' sin SA ~ sinBC sinAB'* 



(*) Ces trois dernières relations sont dues k M. Schmeisser, professeur 
à Francfort-sur-l'Oder. (Journal deCrelle, t. X, p. 1^6; i833.) 

C) Ced deux dernières relations ont été données pour la première fois 
par Prony, 
(•) Journal de CrcUe, t. XI, p. i33-i3/| ; i834. 
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Ce théorème se trouve dans XAlmageUe de Claude Ptolémée ('), 
avec cette différence que ce géomètre se sert de cordes au lieu de 

sinus. 

* 73. r et r' étant deux demi-circonférences de grands cercles d'une 
même surface sphérique, A, B, C trois points situés sur la première, 
B entre A et C, démontrer que si A\ B', C sont trois points appar- 
tenant à la seconde et tels, que les trois arcs de grands cercles AA', 
BB\ ce soient perpendiculaires sur cette seconde demi-circonfé- 
rence, on a la relation 

sinAA'8inBC-8inBB'sinAC-hsinCC'sinAB = o ('). 

74. r et r' étant deux demi-circonférences de grands cercles d'une 
même surface sphérique, A, B, C trois points situés sur ta pre- 
mière , B entre A et C, et M, N deux autres situés sur la seconde , 
démontrer que si Ton mène les arcs de grands cercles AM, BM, CM , 
AN, BN, CN, on a les relations 

. sin MAN . „. -,^ , sin MCN . . .,„ sin MBN . . , -^ 
. ^.,. smBML 4- . .^vT sm ÀMB = . .-„ smAMC, 
smBAN smACN smABN 

sinMAB . „,-^ sinMCA . ..,„ sinMBC . 4„,, 
smBMC — -■ r^TTr sm AMB = z-r^r^^ smAMC, 



tangNAB tangNCA tangNBC 

qui ont été indiquées par Gudermann ('). 

75. A, B, C, A', B', C étant six points d'une surface sphérique . 
les trois premiers fcitués sur un même arc de grand cercle, et les trois 
circonférences de grands cercles qui passent respectivement par les 
trois couples de points (A, A'), (B, B'), (C, C), se croisant en un 
même point S, démontrer que si on a l'une ou l'autre des deux re- 
lations 

sinAA' . ^^ , sinCC . .„ sinBB' . .^ 
. g . , sm BC -h -T— ^jT,smAB = -r— TTBîSmAC, 
smbA' smSC smbB' 

sin SA . „^ . sinSC' . .„ sinSB . .^ 
-7 sin BC H- ^TT sm AB = ^^, sm AC , 



tangSA' ' tangSC tangSB' 

les trois points A', B', C appartiennent à une même circonférence 
de grand cercle. 



(' ) L. c, cap. 12. 

(*) Journal de Crelle, t. XI , p. i3o; i834. r 

(») Journal de Crcllc, t. IX , p. 102; \K\i \ cl I. XI , p. ï3o-i3i 
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Ce théorème a été indiqué par Gudermann f ). Il en est de même 
du suivant. 

76. Trois circonférences de grands cercles r,, r,, r^ d'une même 
surface sphérique étant tracées par un même point S et respective- 
ment par les trois sommets A , B, C d*un triangle sphérique con- 
vexe ABC appartenant à cette surface, si l'on désigne par D, E, F 
trois points respectivement situés à la fois sur ces trois circonfé- 
rences et sur les côtés (ou leurs prolongements) BC, AC, ÀB de 
ce triangle , on a , entre les quantités 

sinCD sinCE sinCS oir... 
sinBD' inTÂË' sînSF' "^ ' 

que nous désignerons respectivement par les lettres 



n 



p, 0. û', a 



et Tangle C, les relations 

p cos« -f- p' ces ft — p" cos a y 
p^ sin Vi 4- 2 pp ' sin a sin b cos C 4- p'^ sin' A = p"* sin' a ( ' ) . 

77. a, b, r, d étant les quatre côtés successifs d'un quadrilatère 
sphérique convexe inscrit dans un petit cercle d'une sphère, aé- 
montrer que si Ton désigne respectivement par (û,b) Tangle de ce 
quadrilatère compris par les deux côtés /? et 6, on a les relations 

flf-h*-|-c4-r/ a-\-c — b-d . «4-^4-^—^ . b-\-c-\-d-(i 
cos ; cos : sm ; sin ^ 



sin^i:^^ 4 A 4 { 

1 f . a . b . c . d\ a b 

cos- 
2 



(. a . b . c . d\ a 
sin-sm--f-sin-sin- jcos- 
22 2 ay a 



a-hd—b — c c-\-d—a — b . a-^-b-^-d—c . a-^b+c-d 
I I . cos ; cos : sm :: Sm j 

cos' — ^ — 



a l , a . b . c . d\ a b 

cos- 
a 



(. a . b . c . d\ a 
sm- sm- H- sm-sm- J cos- 
a 2 22/2 



desquels on peut déduire la suivante : 



('; Journal de Crellc, l. IX , i». io>. 
('/Journal de Crelle, l. XI, p. 199. 
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les notations (b^c), (c-, r/), (a,d) désignant respectivement les 
angles du quadrilatère compris par les côtés ^ et c, c et fi, 
net fi ('). 

78. Les mêmes choses étant posées que dans le numéro précé- 
dent, si Ton désigne par A l'angle dièdre 

on a les relations 

* 

. a-\-b-\-c — fl . a-^-ù+d— c . a-^c-i-fi — à . l}^c-{-fi~n 

sm ; sm sm — —7 sm ^^ : 

. , A 4 4 ,4 4 

sin* - = ^ ^ 



4 a h c d • ' 

cos - cos - cos - cos - 
2222 

a-\-b'\-c-{-d n-\-b — c — d aA-c — b — fl b'\-c — ti — ,1 

C06 ; COS ; cos ;— COS ; Il 

2 A 4 4 4 4 

4 a b c d ^" ( )' 

COS- COS- COS- C05- 

2222 

79. Les mêmes, choses étant posées qu'au n° 176 de la T/téorîe 
fies fonctions circulaires, et /; désignant le demi -périmètre du 
triangle ABC , démontrer qu'on a la relation 

\_ 
• A _ [sin^ sin [p — ci) sin (1/^ — b) sin [p — i)Y 

2 abc 

2C0S-C0S-C0S- 
2 2 2 

80. V étant le volume d'un tétraèdre et r le rayon de la sphère 
qui lui est circonscrite , démontrer que si Ton désigne par «, b, r, 
trois arêtes de ce tétraèdre contiguës à un même sommet , et res- 
pectivement par a , p, 7 les angles que forment entre elles les arêtes b 
et c, a eï c, a et b, on a les relations 

abc I ■ ■■' III. III i ■ ■ ■ ■ .. M . 

y = —^ yi — cos^a — cos^p — cos'v-f-îicosacospcosv, 

ia^sm^a — ibr (co^a. — coâ^COBv) 
-h b^sïn^p — iftc(cosp — cosacosy) 
-h c^ sin'^7 — 2^/>>(co87 — cos « cos p) j 



C) Annales de Mathrmatitfues , t. XÏI , p. i-j'i ; i8if 
(') Annules dt' Maihémattffu,'s , l. Xll , p. 275-280. 
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81 . Si l'on désigne par Â, B les longueurs de deux arêtes opposées 
d'un tétraèdre, par A leur plus courte distance, par a leur angle, et 
par V le volume du tétraèdre, on a la relation 

^r ABA . 
V = — r— sina. 
6 

Cette propriété a été indiquée par MM. P. Lenthéric, ancien pro- 
fesseur à la Faculté des Sciences de Montpellier, et Timmermans, 
professeur à l'Athénée royal de Toumay ('). 

S2. Un triangle sphérique convexe ABC étant situé sur une sphère 
ayant le point pour centre, et A', B', C étant les milieux des arcs 
de grands cercles BC , AC , AB, démontrer que si l'on désigne par r 
le rayon de cette sphère, par ^ l'angle dièdre A-j-B-hC — îi**''", 
pt par V le volume du parallélipipède construit sur les trois 
rayons OA', OB', OC' comme arêtes contigues au même sommet 0, on 
a la relation 

V = H sin - • 

Ce théorème est dû à M. Cornélius Keogh ('). • 

83. Démontrer que ^enveloppe des bases de tous tes triangles 
sphériques qui ont un angle commun et même périmètre est la cir- 
férence d'un petit cercle de la sphère (•^). 

84. Le point P étant l'un quelconque des deux pôles du cercle in- 
scrit à un triangle sphérique convexe ABC, démontrer que si l'on dé- 
signe par /• la distance sphérique polaire de ce cercle correspondante 
au pôle P, et respectivement par a, p, 7 les arcs de grands cercles 
PA, PB, PC, on a la relation 

cotr(cotV — cot'a — col^f — col'7) = acotacotp COty (*). 

85. Le point P étant l'un quelconque des deux pôles du cercle cir- 
conscrit à un triangle sphérique convexe ABC, démontrer que si l'on 
désigne par r l'arc de grand cercle PA, et respectivement par a, p, 
y les plus petites distances sphériques du point P aux trois arcs de 



( ') Annales de Mathématiques y t. XVIII, p. 25o; 1828. 

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, t. \VI, p. 320-321 ; 1857. 

(•) Annales de M alhémn tiques, t. W, p, 3oi-3o2. 

(*) Annales de Mathématiques ^ t. XXI , p. G9-71 ; ï83o. 
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grands cercles BC , AC, AB, on a la relation 

tangr(tang'r— tang'^a— tang'S— tang'7) = atangatangptângy (' ). 

86. Trois circonférences de grands cercles ^^ , r.^ , T^ étant tracées 
respectivement par les trois sommets A, B, C d'un triangle sphérique 
convexe AJBC, et par un même point S situé dans l'intérieur de ce 
triangle, démontrer que si l'on désigne par D, E, F les trois points 
respectivement situés, à la fois, sur ces trois circonférences et sur 
les côtés BC, AC, AB de ce triangle, par r la plus petite des deux 
distances sphériques polaires du cercle circonscrit au même tri- 
angle , et par J^ le pôle de ce cercle correspondant à cette distance 
polaire , on a la relation 

sinSD sinSE sinSF cosSP 

1 = . 

sinAD sinB^ sinCF cosr 
Ce théorème a été énoncé par M. Steiner ('). 

87. A étant un triangle sphérique convexe et A', A", A'" les trois 
autres triangles sphériques convexes obtenus en prolongeant les 
côtés du premier jusqu'à leur rencontre, démontrer que si l'on dé- 
signe respectivement par «, P, 7, «^ les tangentes des plus petites 
distances sphériques polaires des quatre cercles circonscrits à ces 
triangles , et par a', p'; y\$' les cotangentes des plus petites distances 
sphériques polaires des quatre cercles qui leur sont inscrits, on a les 
relations 

aP7^(a+p4-7-^){a + P-|-^-7) 
x(«-l-7 + ^-P){P + 74-^-a) 

=.4(«pH-7^)(«7 + P^)(«^ + P7)' 

a'PY'î'(a'-4-p'-h7'-^')(<-l-P'-h^'-7') 
x(a'-h7'-i-<î'-P')(P' + 7'+^'-«') 
= 4(«'P'-+-7'^')(«'7'+P'^')(«'^'+P'7'), 

2a'=pH-74-^ — a, 
2p' = a-f-7 + <î— p, 
27'= aH-p + ^ — 7, 
2^'=:a>|-P-4-7~^, 

M M : I . y — " Il m II III - -i 1 ■ - _ _ - ' ,1 

(*) Annales de Maihémaliques , l. XXI, p. 71-73. 

(*) Joarnal deCrelle, t. H, p. 190; 1827; t. XHI , p. 369; i835. 
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2 



p + 7 = a'+(î', 
7 4-^ = a'-h-p', 

a-h7=?'-h(î', 
a + ^ = (^7', 
f}-h^-a'-h7', 

«rî + p7-=^'^î'+f^'v', 
«74-p^r=a'7'+^'^', 

apH-7^ = Vp'-+-7'^', 

a' -h 2 a' p^' H- ^' = 7' H- a 7' ^'4-^', 
a"^-2ap-H^"=7"4-2 7(î-4-^'*, 
a»_|_îia'7'-|-7' = j5'-r2fi'^'-h^% 
a"^4-2a7-f-7"'' = p"-h2f^ + ^", 
a^-h2a'(r+^"^ = f>'-f-2^'7'-F7% 

qui ont été indiquées par Gudermann ( ' ). 

88. P et P' étant les pôles de deux petits cercles r, l' d^une même 
sphère S qui sont respectivement les plus voisins de leurs plans, 
^ la distance sphérique de ces deux pôles, r la distance sphérique po- 
laire du cercle r correspondante au pôle P, et r' celle du cercle r' 
correspondante au pôle P', démontrer que s'il existe sur la sphère S 
un quadrilatère sphérique inscrit au cercle r et circonscrit au 



(') Journal de Crelle , t. IX, p. loi; i832. 
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cercle r', on a la relation 



= sm*r'cos*r. 



Cette propriété a été indiquée par M. Steiner (' ). 

89. Les mêmes choses étantposées que dans les n*" 176, 183-187 
de la Tliéorie des fonctions circulaires , et h désignant la hau-r 
teur (c'est-à-dire Tare de grand cercle mené du sommet A perpendi- 
culairement au côté BC) du triangle sphérique ABC , correspondante 
au côté a , démontrer qu'on a les relations 



a 



sm- 

^_ A _ ( tang r- tang r^ idnigr^ tang r^ ) ' 

^'""' ~ a b 'c b_c a 



. A ( tang r' tang/*^ lang^r^ tangrj^ a__ sinA 



3t ,^ V ■^ 

aCOS-COS-COS- C08-C0S- 

11% % ^ 

« 

*5B§^ 4. ^^îîêZ:: 4. ^?Bg^ = COS./ 4- cos 6 -^ cos r 
tangr^ tangr^ tangr^ 

— ( sin « 4" sin 6 -+- sin c ) cot /t?. 

90. A, h\ A" étant les trois hauteurs d'un triangle rectiligne ABC 
qui correspondent respectivement aux trois côtés//, h,c, démontrer 

que si l'on pose 

, , hh' 
^i-^h H--^ =is, 

on a 

^""^^^ s(h'~s) 

,B {h'-s)(h^ h'-s) 

tang' - = ^ ri v ■ ? 

^ 1 s(h — s) 

» ,C {h~s ){h'-s) 
^ 1 s(h-^n —s) 

Ces relations , conjointement avec les suivantes , 

h' , h _ h 

smC smC smB^ 

peuvent servir à résoudre le triangle ABC lorsqu'on connaît seule- 
ment h^ h\ h". 



(') Journal do Crellc , t. U , p» 289. 
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91 . m, m\ m" étant les trois médianes d'un triangle rectiligne ABC 
qui partent respectivement des sommets A, B, C, démontrer que si 
Ton désigne par 25 la somme de ces trois médianes, et par leur 
point de rencontre , on a 

2 S [s — m) 

Cette relation conduit immédiatement à la résolution du trian- 
gle ABC lorsqu'on connaît simplement w, m\ m". 

9â. ip désignant le périmètre d'un triangle sphérique con- 
vexe ABC , et A l'angle dièdre A -4- B 4- C — a'****-, 'démontrer qu'on a 

. ip-\-^ . %p-^^^ia . 2/7 — A . 2/> — A — 2rt 
sm -^— : — sm -i- : h sm — ~ — sm ^ 



b — c ai 4 4 4 

COS = COS : — r ;: ^—r ^ 

sm -^ — sm -^ — ; h sm -^-- — sm ^ , 

4 4 44 

Cette relation peut servir à résoudre le triangle sphérique ABC 
lorsqu'on connaît seulement les trois quantités a^ 2p et ^. 

93. m et n étant deux nombres entiers positifs , démontrer qu'on 
a les relations 

"-(=)-(f)-(î)-(7)-- 



jn-', 



I = 2"-' - - 2"'-^-!- — ( ^ ) 2'"-'- ^ 1 '■^^— ^ ) 2'«-'+. . . 



,„ , min^—i) - . m(/iî'' — i)(/w*— 2M , 

— i)*"-' im=^ %m ^^ 5—' 2^ H i ^V~ ^2'^ 

^ ' 1.2.3 1.2.3.4.5 

y;i(/n^— i)(/?i'- 2^)( m»~3') , 

1.2.3.4.5.6.7 '**' 

^ ■' 1.2 1.2.3.4 1*2.3.4.5.6 



EXERCICES. 3g5 

1 . 2 . 3 . 4 -'5 

(4/yi±.i)[(4m±i)^~i][(4//irbi)^~3'j[(4/7i^i)'~5T , .,. 

ï. 2. 3. 4. 5. 6. 7 ' '"•••i^ 

^ ' ^ ' 1,2 1.2.3.4 

[(2m4-i)'-i][(2/w-4-i)»— 3^][(2w+i)'— 5T 

1.2.3.4.5.6 ^•**' 

2"(m-«) = //j+^j) (m- 2)4- ^^)(//i- 4)4-^5) (/w-6)-h..,, 

Ces relations se déduisent immédiatement de plusieurs de celles 
données dans la Théorie des fonctions circulaires ( n°* 84 , 85, 87) 
ou dans les exercices précédents (42), et comme elles ne se rat- 
tachent pas directement à cette théorie , nous avons cru devoir les 
reléguer à la fin de ces exercices ('). 



(*) . Dans cette relation , les doubles signes sont coordonnés. 

(*) Indépendamment des exercices que nous venons de réunir ici, le 
lecteur en trouvera beaucoup d'autres sur le même sujet dans le Journal 
allemand de Crelle, les T^ow^elles Annales mathématiques et en particulier 
danâ un petit ouvrage publié par M. L. Clarke, sous le titré : Théorèmes 
cl problèmes de Trigonométrie rccti ligne. ' 
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NOTE 



RELATIVE A UNE FORMULE ALGÉBRIQUE <'>. 



Théorème, — Si Ton désigne par a un nombre quelconque réel 
(alors positif ou négatif) ou imaginaire, par A la somme a-^n-\ et 
pac m un nombre entier positif, on a la relation 



(f" 4- û"*" = A™ — w A'"-' 



{ 



V «=1 

dans laquelle la lettre n désigne le premier ou le second des deux 

nombres -(w — a), - (//i — 3) selon que m est pair ou impair. 

Démonstration. — Représentons, pour abréger, le second mem- 
bre de la relation (i) par /(a, m], et supposons que cette relation 
ait lieu pour deux valeurs consécutives de w, a et « -f- 1 , c'est-à- 
dire que l'on ait 

fl" -h «"" = /(«, a) et fl*"'"'4-«""*""'=/(^, a+-i). 
Si l'on observe qu'on a l'identité 

a -{-a — A(/T H-zï ) — (y/ +fl ), 

il vient 

«"^' + ^"*"" = A/(r/, a + i)-/(.i, a), 



(' ) Cette (brmule est celle qui est mentionnée à Ta pafre 321. 
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d'où il est aisé de voir que l'on peut écrire l'égalité ^ 

dans laquelle M,, M„ . . . sont des nombres donnés par la formule 
générale 

».-(-.r[mC-ÎT?)+îC-Î5?)]' 

en y faisant successivement k égal à chacun dès nombres de la suite 
naturelle 2, 3, 4? 5, ... , et comme cette valeur de M^ peut être trans- 
formée en la suivante : 

il en résulte que l'on a 

D'après ce qui précède, on voit que si la relation (i) a lieu pour 
deux valeurs consécutives a et a + 1 de m, elle a lieu aussi pour 
/w ±= a 4- 2. Or, on a évidemment 

« + «-• = /(a, i) et a'-+-fl-' = /(«, 2.), 
donc, etc. 



A. >f. D. G. 



r 



